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یادآوری و تکمیل
در سال های قبل با ابزارهایی همچون اصل جمع و اصل ضرب برای شمارش آشنا شده و با بعضی 
از تکنیک ها و روش های شمارش مانند تبدیلr 1 شیء از n شیء )انتخاب r شیء که ترتیب انتخاب 
آنها مهم باشد( و ترکیبr 2 شیء از n شیء )انتخاب r شیء که ترتیب انتخاب آنها مهم نباشد( نیز 

آشنایی داشته و از آنها در حل مسائل شمارشی استفاده کرده اید.
گاهی اوقات برای شمارش در حالت های خاص باید از روش هایی همچون دسته بندی اشیا یا تقسیم 

کل جایگشت های ممکن بر تعداد حالت هایی که تکراری یا بی اثر محسوب می شوند، استفاده کنیم.
در این درس با توجه به طرح و حل مثال هایی، شما با این روش ها آشنا خواهید شد.

مثال: فرض کنید می خواهیم با سه حرف »چ«، »پ« و »ژ« و ارقام 2، 3، 4 و 5 یک رمز شامل 
7 کاراکتر تشکیل دهیم، مطلوب است:

الف( تعداد کل رمزهایی که می توان تشکیل داد.
ب( تعداد رمزهایی که در هر یک از آنها همواره حروف کنار یکدیگرند.

پ( تعداد رمزهایی که در هر یک از آنها همواره ارقام کنار یکدیگرند.
ت( تعداد رمزهایی که در هر یک از آنها همواره ارقام کنار هم و حروف نیز کنار هم باشند.

حل:
الف( 3 حرف و 4 رقم روی هم 7 شیء متمایز بوده و به !7 طریق می توانند کنار هم قرار گیرند و 

رمز تولید کنند.
ب( کافی است ابتدا سه حرف را با هم یک شیء درنظر بگیریم و آنها را با 4 رقم داده شده روی هم 5 
شیء فرض کنیم. در این صورت !5 جایگشت دارند؛ در هر جایگشت، سه حرفِ داده شده هم در عین 
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حال که کنار هم هستند !3 جایگشت دارند و لذا طبق اصل ضرب تعداد کل رمزهای مورد نظر برابر است با  !3*!5

!3 جایگشت

4     5	 ژ            پ           چ           3       2	


پ( مشابه قسمت )ب( ابتدا 4 رقم داده شده را یک شیء فرض می کنیم که با 3 حرف مفروض روی هم 4 شیء بوده و !4 
جایگشت داشته و در هر جایگشت 4 رقم داده شده هم !4 در کنار هم جایگشت دارند، لذا تعداد رمز مورد نظر، طبق اصل 

ضرب عبارت است از !4*!4

!4 جایگشت

	   4             5           2           3            پ	 چ   ژ



ت( حروف را یک شیء و ارقام را نیز با هم یک شیء فرض می کنیم که روی هم دو شیء شده و !3 حروف در کنار هم و !4 
نیز ارقام کنار هم جایگشت دارند که طبق اصل ضرب تعداد رمزهای مورد نظر عبارت است از !4*!3*!2

!4 جایگشت !3 جایگشت

پ             5           3            4         2 چ   ژ	

 

ما برای حل این مثال از دسته بندی اشیا استفاده کردیم.
حال مسئله ای را طرح و حل می کنیم ولی هیچ توضیحی برای حل آن نمی دهیم تا شما خودتان راه حل این مسئله را توضیح 

دهید.

مثال: 5 دانش آموز پایهٔ دوازدهم و 4 دانش آموز پایهٔ یازدهم به چند طریق می توانند کنار هم )در یک ردیف( قرار بگیرند 
اگر بخواهیم:

الف( همواره دانش آموزان هر پایه کنار هم باشند.
ب( به صورت یک درمیان قرار بگیرند )هیچ دو دانش آموز هم پایه کنار هم نباشند(.

پ( اگر دانش آموزان پایهٔ یازدهم نیز 5 نفر باشند، به چند طریق می توان آنها را به صورت یک درمیان قرار داد؟
!5*!4*!2 )الف 

!5*!4 )ب روش اول:	
5   4   4   3   3   2   2   1   1 → 5 *4*4*3*3*2*2=  5! * 4! روش دوم:	
2* (!5*!5) )پ
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جایگشت های با تکرار
گاهی اوقات چند شیء تکراری یا یکسان در بین اشیا یافت می شود. در این حالت تعداد جایگشت های این اشیا با تعداد 
جایگشت ها در حالتی که هیچ دو شیء یکسانی در بین اشیا نباشد، متفاوت بوده و به نظر می رسد کمتر باشد. به عنوان مثال 
 تعداد جایگشت های سه حرف b ، a و c برابر با 6 = !3 است ولی تعداد جایگشت های سه حرف a و a و b برابر با 3 است
)baa , aba , aab( درواقع چون جابه جایی دو حرف a حالت جدیدی تولید نمی کند و حالت تکراری به حساب می آید پس در 
واقع می بایست تعداد کلّ جایگشت ها را بر تعداد حالت هایی که دو حرف تکراری می توانند جابه جا شوند یعنی !2 تقسیم کنیم،

! است.
!

=
3

3
2

پس پاسخ این سؤال 
چون دو حرف a به !2 طریق می توانند با هم جابه جا شوند و این تعداد جابه جایی به صورت ضربی در !3 محاسبه شده و نباید 

محاسبه می شد، پس باید با تقسیم !3 بر !2 از عملیات ضربی خارج شود.

کار در کلاس

محاسبه کنید با ارقام 2، 1، 1 و 1 چند رمز چهار رقمی می توان نوشت؟
!3 حالتِ ممکن برای یک ها  !4 و به صورت ضربی،  !4 بود ولی چون در این  اگر 4 رقم متمایز بودند جواب این سؤال 
محاسبه شده و نباید محاسبه می شد، لذا کافی است برای رسیدن به جواب، تعداد کل حالت ها را بر تعداد حالت هایی که رمز 4 

! است.
=



4 رقمی جدید تولید نمی شود تقسیم کنیم یعنی پاسخ، 
, , ,



1112 1121 1211 2111

4 رمز ممکن
اعداد 4 رقمی ممکن	

تذکر: هرگاه n شیء مفروض باشند و در بین آنها   k شیء تکراری یا مشابه وجود داشته باشد، برای محاسبهٔ تعداد جایگشت های 
این n شیء ابتدا آنها را متمایز فرض کرده و جایگشت های آنها را حساب می کنیم و سپس حاصل را بر جایگشت های اشیای 

. !
!

n
k

تکراری )به دلیل ورود در محاسبات به صورت ضربی( تقسیم می کنیم؛ یعنی این تعداد برابر است با: 

با همین استدلال می توان قضیهٔ زیر را، که به آن قضیهٔ جایگشت با تکرار می گوییم، بیان کرد:
قضیۀ جایگشت با تکرار: اگر n شیء مفروض باشند، به طوری که n  1 تای آنها از نوع اول و یکسان و n  2 تای آنها از نوع 
دوم و یکسان و ... و nk تای آنها از نوع k ام و یکسان باشند، در این صورت تعداد کل جایگشت های این اشیا برابر است با:

!
! ! !× × ×1 2 k

n
n n n

مثال: با ارقام 5، 4، 4، 2، 3، 2، 2، 1 و 1 چند عدد 9 رقمی می توان نوشت؟
!

! ! !× ×
9

2 3 2

تعداد دو ها

تعداد یک ها تعداد چهار ها
حل: طبق قضیهٔ جایگشت با تکرار 	

مدیر گروه :استاد ایمانلو    گروه تلگرامی فقط گسسته  
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مثال: 9 نفر به چند طریق می توانند در سه اتاق 2 نفره، 3 نفره و 4 نفره واقع در یک هتل اسکان یابند؟
کل جایگشت های 9 نفر عبارت از !9 است که چون دو نفری که در اتاق دو نفره هستند با جابه جایی آنها مجدداً همان دو نفر 
در همان اتاق بوده و حالت جدیدی تولید نمی شود و نیز جابه جایی سه نفر و چهار نفر در اتاق های سه نفره و چهار نفره حالت 
جدیدی تولید نمی کند و تعداد این جایگشت های بی اثر برای دو نفر، سه نفر و چهار نفر به ترتیب !2، !3 و !4 است، پس پاسخ 
. این مثال به روشی دیگر و با استفاده از ترکیب برای انتخاب افراد )جابه جایی  !

! ! !× ×
9

2 3 4
این سؤال طبق قضیه برابر است با 

افراد انتخاب شده برای اتاق ها مهم نیست(:

انتخاب سه نفر از 7 نفر باقی برای 
اتاق سه نفره

انتخاب دو نفر برای 
اتاق دو نفره

!
! !

     
× × =      ×     

9 7 4 9
2 3 4 2 7

!
×

7 !
! ! ! ! !

× =
× × ×

9
1

3 4 2 3 4

فعالیت
شخصی وارد یک گل فروشی می شود و می خواهد دسته گلی شامل سه شاخه گل، از بین سه نوع گل مریم، رُز و میخک، 

انتخاب کند. )از هر نوع گل به تعداد فراوان موجود است(
1  هر سطر جدول زیر یک انتخاب را نمایش می دهد، شما این جدول را کامل کنید.

میخکرُزمریمدسته گل انتخابی

٭٭٭یک شاخه گل مریم، یک شاخه گل رُز و یک شاخه گل میخک1

٭ ٭٭دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل مریم2

...٭ ٭ ٭...سه شاخه گل رُز3

٭٭ ٭...........................4

......٭ ٭ ٭........................5

٭...٭ ٭.......................6

.........دو شاخه گل مریم و یک شاخه گل رُز7

.........سه شاخه گل میخک8

.........دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل رُز9

10...................................

همان طور که مشاهده می کنید برای جدا کردن سه نوع گل از دو خط عمودی و برای مشخص 
کردن تعداد انتخاب ها از هر نوع گل از ٭ استفاده شده است.

-- --- -- - --* *****
** *

-
دو شاخھ گل رز و یک شاخھ گل میخک

سه شاخه گل مریم
دو شاخه گل مریم ویک شاخه کل میخک
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2  آیا در هر حالت از حالت های 1 تا 10 جابه جایی ستاره ها با هم دسته گل جدیدی تولید می کند؟ جابه جایی دو خط عمودی 
با هم چطور؟

3  با توجه به قضیهٔ جایگشت با تکرار تعداد کلّ جایگشت های این 5 شیء )3 ستاره و 2 خط عمودی( را به دست آورید.

! تعداد کل جایگشت ها +   
= = =   ×    

5 3 25
2 2 

4  این مسئله را در حالت کلیّ و برای انتخاب دلخواه n شاخه گل از بین k نوع گل بررسی کنید.
n = تعداد ستاره ها = تعداد شاخه گل های انتخابی
..... = تعداد خط های عمودی برای جدا کردن k نوع گل
..... = تعداد کل اشیا )شامل ستاره ها و خط های عمودی(

) تعداد کل جایگشت ها ([ ( (]!
!

+ − + −
= =  −×  

11
1

n kn k
kn

جابه جایی ستاره ها با هم، دسته 
گل جدیدی تولید نمی کند. .........................

مثال: به چند طریق می توان از بین 4 نوع گل، دسته گلی شامل 8 شاخه گل را به دلخواه انتخاب کرد؟
حل: 

فعالیت قبل !
! !

= = + −   
⇒ = =   = = − ×   

4 1 11 11
8 1 3 3 8

k n k

n k

انواع گل
تعداد شاخه گل انتخابی به دلخواه

مثال: به چند طریق می توان دسته گلی شامل 9 شاخه گل را از بین 4 نوع گل انتخاب کرد، به شرط آنکه از هر نوع گل 
حداقل 1 شاخه انتخاب شود؟

حل: ابتدا 1 شاخه )به اجبار( از هر نوع گل برمی داریم. 5 =4-9 شاخه گل باقی مانده را به دلخواه از بین 4 نوع گل انتخاب 
می کنیم:

تعداد انتخاب های دلخواه
=تعداد حالت های مطلوب + −   

⇒ = =   ← = − = −   

4 1 8

9 4 5 1 3

k n k

n k

فعالیت

می خواهیم تعداد انتخاب های دلخواه 7 شاخه گل از بین سه نوع گل را مشخص کنیم. اگر فرض کنیم x1 تعداد  انتخاب ها از 
گل نوع اول و x2 تعداد انتخاب ها از گل نوع دوم و x  3 تعداد ……………… باشد، در این صورت می بایست جمع انتخاب ها 
از سه نوع گل، برابر با 7 باشد یعنی …=…+x1+x2 با توجه به اینکه هر جواب صحیح و نامنفی این معادله نشان دهندهٔ یک 
انتخاب هفت تایی از سه نوع گل بوده و برعکس هر انتخاب هفت تایی از این سه نوع گل یک جواب صحیح ونامنفی برای این 

معادله است جدول زیر را کامل کرده و سپس تعداد جواب های معادله را به دست آورید.

مدیر گروه :استاد ایمانلو    گروه تلگرامی فقط گسسته  

زهــــــــــــــرا شمسی  مدیریت بررسی: استاد عربیار محمدی   

خیر

k-1

جابحایى خطوط

انتخاب ها ازگل سوم
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x 1 + x  2 + x  3    = 7 تعداد انتخاب ها از گل نوع سوم
x  3

تعداد انتخاب ها از گل نوع دوم 
x  2

تعداد انتخاب ها از گل نوع اول 
x  1

1+0+6 = 7601

1+1+5 = 7511

4+2+1=7………

………………7…

……………24…

……………………

تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلهٔ x1+x2+x3=7 برابر است با تعداد انتخاب های دلخواه 7 شاخه گل از بین سه نوع 
n k

k

+ − ⋅⋅ ⋅   
= = ⋅ ⋅ ⋅   − ⋅ ⋅ ⋅   

1

1
گل یعنی، 

با توجه به فعالیت قبل می توان گفت:
 k شاخه گل از بین n برابر است با تعداد انتخاب های دلخواه x1+x 2+…+x  k   = n  ٔتعداد جواب های صحیح و نامنفی معادله

. n k

k

+ − 
 − 

1

1
نوع گل یعنی برابر است با 

کار در کلاس

1  معادلهٔ  x1+x2+x 3=7چند جواب صحیح و مثبت دارد؟
)راهنمایی: مثال را ملاحظه کنید، از هر نوع گل حداقل 1 شاخه انتخاب شود.(

 . n

k

− 
 − 

1

1
٢  نشان دهید تعداد جواب های صحیح و مثبت معادلهٔ x  1+x  2+…+xk = n برابر است با 

)راهنمایی: ابتدا از هر نوع گل 1 شاخه برداشته و لذا تعداد انتخاب های دلخواه به )n - k( تقلیل می یابد و…(
٣  معادلهٔ x 1+ x 2+…+x 5 =14 چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرط آنکه x   1 > 1 و x   3 > 3 1 باشد؟

 )x  i  ≤ 1 ،1 ≥ i ≥ 5( چند جواب صحیح و مثبت دارد؟ x 1+x 2+…x 5 =11 ٔ٤  معادله
٥  معادلهٔ x 1+x 2+…+x 6 =12 چند جواب صحیح و مثبت دارد به شرط آنکه x  3  = 4 و x  5 < 2 باشد؟

حال می خواهیم ابزارهای شمارشی دیگری را معرفی کنیم که با استفاده از آنها می توان به حل مسائلی پرداخت که حل آنها 
با استفاده از روش های معمولی، دشوار و گاهی اوقات بسیار وقت گیر است!

1ــ طرح سؤال هایی برای معادلات سیّاله که شرط هایی برای x  i ها به صورت a ≤ x  i ≤ b در آن لحاظ شده باشد در امتحانات و ارزشیابی ها جایز نیست.

0+7+0=7
1+4+2=7

1
0

24
0

1

9
2 36
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مربع های لاتین
  8، 12ــ10 و 4ــ2 در سه کلاس  سه مدرس به نام های احمدی، کریمی و عباسی قصد دارند در یک روز در سه جلسه 10ـ
B ،A و C تدریس کنند. هر کلاس سه جلسهٔ درسی خواهد داشت و هر مدرس در هریک از کلاس ها دقیقاً یک بار باید تدریس 

کند. نام مدرس ها را در جدول مقابل به گونه ای وارد کنید که شرایط خواسته شده محقق گردد.

         جلسات
کلاس ها

8   4ــ122ــ1010ـ

A

B

C

فعالیت
1  به جای نام سه مدرس مذکور به ترتیب اعداد 1، 2 و 3 را قرار دهید و یک جدول 

3 * 3 از اعداد به دست آورید.

2  موارد معادل در دو ستون چپ و راست را به هم وصل کنید.
a( هیچ مدرسی در یک جلسه موظف به تدریس در دو کلاس نشده است. الف( در هیچ سطری عدد تکراری نداریم.	

b( هر یک از مدرسین در تمام کلاس ها تدریس داشته است. ب( در هیچ ستونی عدد تکراری نداریم.	
c( هیچ مدرسی در یک کلاس دوبار تدریس نکرده است. پ( هر یک از اعداد در تمام سطرها آمده است.	

d( هر یک از مدرسین در هر یک از جلسه ها تدریس داشته است. ت( هر یک از اعداد در تمام ستون ها آمده است.	

تعریف: یک جدول مربعی از اعدادِ 1، 2، ... و n به شکل یک مربع n * n را که سطرها و ستون های آن با اعداد 
1، 2، ... و n پر شده باشد و در هیچ سطر آن و نیز در هیچ ستون آن عدد تکراری وجود نداشته باشد، »مربع لاتین1«

می نامیم. )به هر یک از اعدادِ درون مربع لاتین یک درایه می گوییم.(

1ــ اویلر برای نام گذاری این مربع ها از حروف لاتین استفاده می کرد، به همین دلیل این مربع ها به نام مربع های لاتین معروف شده اند.

مدیر گروه :استاد ایمانلو    گروه تلگرامی فقط گسسته  

زهــــــــــــــرا شمسی  مدیریت بررسی: استاد عربیار محمدی   

احمدى

احمدى

احمدى

کریمى

کریمى

کریمى

عباسى

عباسى

عباسى

123

2

1 3 2

31
کد گذارى نام مدرس ها:

1-احمدى
2- کریمى
3- عباسى
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مثال: دو مربع لاتین 3 * 3 و دو مربع لاتین 4 * 4 در زیر نمایش داده شده است.

321321

132213

213132

14321432

32144123

23413214

41232341

کار در کلاس

1  دو مربع لاتین 5 * 5 بنویسید.

2  با استدلال کلاسی بگویید که چرا با تعویض جای دو سطر )دو ستون( از یک مربع لاتین شکل حاصل باز هم یک مربع 
لاتین است؟

3  شکل زیر یک مربع لاتین n * n است که به آن »مربع لاتین چرخشی« می گوییم. مربع لاتین بودن آن را چگونه توجیه 
می کنید؟

nn - 1.........321

n - 1n - 2......321n

n - 2n - 3...321nn - 1

......

......

......

......

......

......

......

......

21543

1n.........432

اعداد  دو سطر جابجا شده  آن  اینکه  نمیآید ضمن  بوجود  دیگر  آرایش سطرهاى  در  تغییرى  دو سطر هیچگونه  با جابجا شدن 
تکرارى دیده نمى شود (زیرا از قبل اعداد تکرارى نداشتیم)در ستون ها نیز تکرار اعداد پدید نمى آید فقط جاى دو درایه درهر 

ستون عوض شده است

است  برقرار  لاتین  مربع  تعریف  شرایط 
 n 1تا  اعداد  ستون  یا  سطر  هر  در  یعنى 

فقط وفقط  یک بار نوشته شده است
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با توجه به آنچه در کار در کلاس دیدیم برای هر عدد طبیعی مانند n ، مربع لاتین n * n وجود دارد.
حال فرض کنیم یک مربع لاتین مانند شکل زیر داریم و با اعمال یک جایگشت بر روی n , ... , 3 , 2 , 1 یک مربع جدید 
به دست آورده ایم. خواهیم دید که مربع به دست آمده نیز یک مربع لاتین خواهد بود، زیرا در غیر این صورت در سطر یا ستونی 
از مربع جدید عضو تکراری وجود خواهد داشت که این موضوع با توجه به خواص جایگشت ایجاب می کند که در سطر یا 

ستونی از مربع اوّل نیز عضو تکراری وجود داشته باشد و این با مربع لاتین بودن آن در تناقض است.

23141 → 32143

41322 → 23412

14233 → 44321

32414 → 11234

با جایگزینی اعداد 1، 2، 3 و 4 از جدول اول به ترتیب با اعداد 3، 2، 4 و 1 جدول دوم حاصل شده است.

کار در کلاس

برای هر یک از مربع های لاتین زیر یک جایگشت مشخص نمایید. سپس برای هر یک از جایگشت ها از روی مربع 
لاتین داده شده یک مربع لاتین به دست آورید.

245313412321

312451234132

453122143213

124534321

53124

دو مربع لاتین متعامد

تعریف: فرض کنید A و B دو مربع لاتین هم مرتبه باشند به طوری که از کنار هم قرار دادن درایه های نظیر از این 
دو مربع، مربع جدیدی از همان مرتبه حاصل شود که هر خانهٔ آن حاوی یک عدد دو رقمی است که تمام رقم های سمت 
چپ مربوط به مربع A و تمام رقم های سمت راست مربوط به مربع B )و یا برعکس( است. در این صورت گوییم دو 
مربع لاتین A و B »متعامدند« هرگاه هیچ یک از اعداد دو رقمی موجود در خانه های مربع جدید تکرار نشده باشند.

مدیر گروه :استاد ایمانلو    گروه تلگرامی فقط گسسته  
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به طور مثال برای دو مربع A و B به صورت زیر داریم:

1144332214321432

43122134
⇒

3214
B =

4123
A =

3223144123413214

2431421341232341

یک محک برای تشخیص متعامد بودن دو مربع لاتین بدین صورت است که برای متعامد بودن باید هر دو جایگاه )درایه( 
در یکی از مربع ها که اعداد یکسانی دارند، جایگاه های )درایه های( نظیر به آنها از مربع دیگر اعداد متمایزی داشته باشند. این 
محک معمولاً زمانی که می خواهیم نشان دهیم دو مربع لاتین متعامد نیستند به کار می رود. به این صورت که کافی است در 
یکی از دو مربع دو درایهٔ یکسان پیدا کنیم به طوری که در جایگاه های نظیر به این دو درایه در مربع دیگر نیز درایه های یکسان 

)یکسان با هم و نه لزوماً یکسان با درایه های مربع اوّل( وجود داشته باشد.
به طور مثال در شکل زیر اگر در مربع لاتینِ A دو عدد یکسان )مانند a در شکل( به گونه ای بیابیم که در جایگاه های متناظر 
با آنها در مربع لاتینِ B )جایگاه های هاشور خورده( نیز اعداد یکسانی باشند، مثلاً خانه های هاشور خورده هر دو حاوی عدد 

b باشند در این صورت دو مربع A و B متعامد نیستند.

a

B =A =

a

مثال: در هر مورد متعامد بودن دو مربع لاتین داده شده را بررسی کنید.

312123

231231

123312

)ب()الف(

213321

132213

321132
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41234321

23413214

32142143

14321432

حل: الف( مربع حاصل از کنار هم قرار دادن درایه های دو مربع داده شده به صورت مقابل است 
و چون عدد دو رقمی تکراری در آن نیست لذا دو ماتریس داده شده متعامدند.

ب( خیر، متعامد نیستند؛ زیرا مثلاً جایگاه سطر اول ستون اول و جایگاه سطر دوم ستون دوم در مربع اول درایه های یکسان 
)هر دو عدد یک هستند( دارند و دو مربع دوم نیز درایه های یکسان )هر دو عدد 3 هستند( دارند.

31

31

پ( خیر، متعامد نیستند؛ زیرا مثلاً جایگاه سطر اول ستون دوم و جایگاه سطر چهارم ستون اول در مربع اول درایه های یکسان 
)هر دو عدد 2 هستند( دارند و در مربع دوم نیز درایه های یکسان )هر عدد 2 هستند( دارند.

22

22

کار در کلاس

1  چند مربع لاتین 1 * 1 وجود دارد؟
2  آیا دو مربع لاتین 2 * 2 متعامد وجود دارد؟

3  بررسی کنید که آیا دو مربع لاتین 3 * 3 روبه رو متعامدند؟

132132

223311

311223

321321

132213

213132

)پ(

مدیر گروه :استاد ایمانلو    گروه تلگرامی فقط گسسته  
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خواندنی

4   آیا دو مربع لاتینِ 4 * 4 زیر متعامدند؟

21432143

4321
B = 

1234
A = 

34124321

12343412

دیدیم که برای 2 و n = 1، دو مربع لاتین متعامد n * n وجود ندارد. ثابت شده است1 که اگر 6 و 2 و n ≠ 1، دو مربع لاتین 
متعامد از مرتبهٔ n وجود دارد و برای 6 و 2 و n = 1 دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ n وجود ندارد.

5  با انجام یک جایگشت دلخواه برای اعضای B، مربع لاتین جدیدی 
به دست آورید و آن را ′  B بنامید. بررسی کنید که آیا A و ′  B متعامدند؟

اویلر2 در سال 1782 ادعا کرد که برای تمام اعداد طبیعی n به صورت n = 4k + 2، دو مربع لاتین متعامد 
از مرتبهٔ n وجود ندارد. در واقع اویلر پس از بررسی های زیاد بر روی وجود دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 6 
و به نتیجه نرسیدن در این باره، حدس فوق را مطرح نمود. این مسئله تا سال 1900 حل نشده باقی ماند تا در 
این سال یک افسر فرانسوی به نام تاری٣ ثابت کرد که ادعای اویلر برای n = 6 درست است. تا سال 1959 
برای n = 10 و اعداد بزرگ تر کسی جواب را نمی دانست. در سال 1960 یک ریاضی دان آمریکایی به نام 
n = 6 پارکر٤ و دو ریاضی دان هندی به نام های بوس٥ و شریخاند٦ ثابت کردند که حدس اویلر به جز برای حالت 

برای سایر n = 4k + 2 درست نیست؛ یعنی برای هر عدد 6 و 2 و n  ≠  1 حداقل دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 
n وجود دارد.

1ــ اثبات این مطلب در این کتاب مد نظر نیست.
Euler ــ2  Tarry ــ3
Parker ــ4 Bose ــ 5
Shrikhande ــ6

B  ′ = 

بله در مربع تلفیقى عضو تکرارى دیده نمى شود

4

3

1

2

2

1

3

4

3

4

2

1

1

2

4

3
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فعالیت
می خواهیم نشان دهیم اگر دو مربع لاتین متعامد باشند، مربع لاتینی که با جایگشت بر روی اعضای یکی از آنها به دست می آید 
نیز با مربع لاتینِ دیگر متعامد است؛ به عبارتی اگر A و B دو مربع لاتین متعامد باشند و B2 مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک 

جایگشت بر اعضای B باشد، آنگاه A و B2 نیز متعامدند.
1  فرض کنید A و B دو مربع لاتین متعامد باشند و B1 نیز مربع لاتینِ حاصل از تعویض تمام اعداد 1 و 2 با هم، در B باشد. 
)یعنی در B به جای تمام 1 ها، 2 و به جای تمام 2 ها، 1 قرار دهیم و آن را B1 بنامیم.( نشان دهید A و B1 متعامدند. )راهنمایی: 
دو درایهٔ یکسان در A را در نظر بگیرید و نشان دهید که جایگاه های متناظر با آنها در B2 نمی توانند اعداد یکسانی داشته باشند.(

٢  فرض کنید A و B دو مربع لاتین متعامد باشند و B2 مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک جایگشت بر اعضای B باشد. 
نشان دهید A و B2 نیز متعامدند. )راهنمایی: دو درایهٔ یکسان در A در نظر بگیرید و با برهان خلف نشان دهید درایه های 

نظیر به آنها در B2 نمی توانند اعداد یکسانی داشته باشند. برای این کار از برهان خلف و خاصیت جایگشت استفاده کنید.(

مثال: قرار است 5 کارگر با 5 نوع ماشین نخ ریسی و 5 نوع الیاف در 5 روز هفته کار کنند به گونه ای که هر کارگر با هر 
نوع ماشین و هر نوع الیاف دقیقاً یک بار کار کرده باشد و نیز هر الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار گرفته شود. برای این 

مسئله برنامه ریزی کنید.
الف( ابتـدا فرض کنید بخواهیم بـرایِ کارِ 5 کارگر با 
5   ماشین ریسندگی در 5 روز هفته به گونه ای برنامه ریزی 
کنیم که هر کارگر در هر روز با یک ماشین ریسندگی و 

در طول هفته با هر دستگاه دقیقاً یک بار کار کرده باشد.
این مسئله می توانیم از یک مربع لاتین 5 * 5  برای حل 
استفاده کنیم. فرض کنید هر ستون نشان دهندهٔ یک کارگر 
و هر سطر نشان دهندهٔ یک روز هفته و هر کدام از اعدادِ 1 
و 2 و ... و 5 که در مربع لاتین ظاهر شده اند نمایانگر یکی از 
ماشین های ریسندگی باشند. بنابراین مثلاً در روز دوشنبه 

کارگر W1 با ماشین ریسندگی شماره 2 کار می کند.
ب( حال فرض کنید که در مسئله مطرح شده در قسمت 
و  باشد  داشته  وجود  هم  مختلف  الیاف  نوع   5 )الف( 
هر  از  کارگر  هر  که  کنیم  برنامه ریزی  گونه ای  به  بخواهیم 

نوع الیاف هم دقیقاً یک بار استفاده کند.
لاتین  مربع  یک  )الف(  قسمت  مانند  کار  این  برای 
هر  و  کارگر  یک  نشان دهندهٔ  را  ستون  هر  و  می کشیم 
سطر را نشان دهندهٔ یک روز هفته و هر کدام از اعداد 
شده اند  ظاهر  لاتین  مربع  در  که  را   5 و   ... و   2 و   1

W5W4W3W2W1

شنبه52413

= B
یکشنبه 24135

دوشنبه41352

سه شنبه13524

چهارشنبه35241

W5W4W3W2W1

شنبه35241

= A
یکشنبه 13524

دوشنبه41352

سه شنبه24135

چهارشنبه52413

مدیر گروه :استاد ایمانلو    گروه تلگرامی فقط گسسته  
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W5W4W3W2W1

شنبه3552244113

یکشنبه 1234512345

دوشنبه4411335522

سه شنبه2143153254

چهارشنبه5325421431

نمایانگر یکی از انواع الیاف در نظر می گیریم. با توجه به مربع لاتین، مثلاً در روز سه شنبه کارگر شمارهٔ 4 با الیاف شمارهٔ 
3 کار می کند.

پ( حال اگر درایه های نظیر از دو مربع A و B را در کنار هم در یک مربع جدید قرار دهیم یک مربع 5 * 5 به شکل زیر 
خواهیم داشت و می توانیم تمام اطلاعات فوق را از همین مربع استخراج کنیم. به طور مثال کارگر شمارهٔ 4 در روز یکشنبه با 
ماشین شمارهٔ 3 و الیاف شمارهٔ 4 کار می کند. تا اینجا برنامه ریزی ما با استفاده از دو مربع لاتین انجام شده است، اما دو مربع 
لاتین A و B متعامد هم هستند و این ویژگی آنها تا اینجا به کار نیامده است. می دانیم که متعامد بودن دو مربع A و B به این 
معناست که مربع دو رنگِ حاصل، در هیچ خانه ای عدد دو رقمی تکراری ندارد. از آنجا که اعداد سمت چپ شمارهٔ ماشین 
ریسندگی و اعداد سمت راست شمارهٔ الیاف مورد استفاده هستند لذا در صورتی که دو مربع استفاده شده متعامد باشند هر 

الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار رفته است.

کار در کلاس

1  در قسمت )الف( از مثال قبل، چرا می توان مطمئن بود که هر کارگر در طول هفته با هر دستگاه دقیقاً یک بار کار کرده 
است؟

٢  در قسمت )ب( از مثال قبل، چرا می توان مطمئن بود که هر کارگر با هر یک از الیاف ها دقیقاً یک بار کار می کند.
3  در قسمت )پ( از مثال قبل، چرا می توان مطمئن بود که هر یک از الیاف ها در هر یک از ماشین های ریسندگی دقیقاً 

یک بار به کار گرفته شده است؟
4  اگر سه برادرِ تقریباً هم سن و سال در خانه سه کت و سه پیراهن داشته باشند و بخواهند در سه روز اوّل هفته از این لباس ها 
به گونه ای استفاده کنند که هر فرد هر یک از کت ها و هر یک از پیراهن ها را دقیقاً یک بار استفاده کرده باشد و هر کت با هر 

پیراهن نیز دقیقاً یک بار مورد استفاده قرار بگیرد، چگونه می توانند این کار را انجام دهند؟

چون مربع ب مربع چون مربع الف مربع لاتین است
لاتین است

حاصل دو مربع متعامد است که مربع لاتین شده است
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1ــ از آنجا که روش ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ غیرفرد چندان ساده نیست، لذا در این کتاب به آن پرداخته نمی شود.

ب(

5

54

543

5432

54321

4321

321

21

1

الف(

یک روش برای ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ یک عدد فرد1
با انجام مراحل زیر می توانید دو مربع لاتین 5 * 5 متعامد به دست آورید.

1 اعداد 1، 2، ... و 5 با نظمی خاص )به نحوهٔ چینش اعداد دقت کنید( در دو شکل )الف( و )ب( چیده شده اند.

1

21

321

4321

54321

5432

543

54

5

٢ از کنار هم قرار دادن اعداد متناظر از شکل های )الف( و )ب( شکل زیر به دست می آید که در آن عدد دو رقمی تکراری 
وجود ندارد.

15

2514

352413

45342312

5544332211

54433221

534231

5241

51
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3 حال مربع پررنگِ 5 * 5 وسط، در شکل مرحلهٔ 2 را در نظر بگیرید )شکل زیر( و با انتقال اعداد خارج از این مربع به داخل 
آن با روش زیر مربع مقابل را پر کنید.

352413

3423

443322

4332

534231

15

2514

352413

45342312

5544332211

54433221

534231

5241

51

الف( در هر کدام از مربع های سمت چپ، 5 خانه به سمت راست انتقال دهید.
ب( در هر کدام از مربع های سمت راست، 5 خانه به سمت چپ انتقال دهید.

پ( در هر کدام از مربع های بالا، 5 خانه به پایین انتقال دهید.

ت( در هر کدام از مربع های پایین، 5 خانه به بالا انتقال دهید.
4 حال دو مربع 5 * 5 بکشید و در یکی از آنها اعداد سمتِ چپ در مربع مرحلهٔ قبل و در دیگری اعداد سمتِ راست را 

قرار دهید. دو مربع لاتین حاصل متعامد خواهند بود.

5 با روشی کاملاً مشابه آنچه دیدید برای هر n فرد می توانید دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ n به دست آورید.

41

45 51

52

12
55 11

211554

14 25

1 4 2 5 3
4 2 5 3 1
2 5 3 1 4
5 3 1 4 2
3 1 4 2 5

3 1 4 2 5
5 3 1 4 2
2 5 3 1 4
4 2 5 3 1
1 4 2 5 3
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تمرین

١  می خواهیم 8 نفر را که دو به دو برادر یکدیگرند در دو طرفِ طولِ یک میز مستطیل شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر نفر 
روبه روی برادرش بنشیند، به چند طریق می توان این کار را انجام داد؟

٢  اگر داشته باشیم A={1,2,3,4} و B  ={5,6,7,8,9} ، در این صورت چند رمز یا کد 5 رقمی می توان نوشت که هر یک 
شامل دو رقم از A و سه رقم از B باشد؟

٣  4 کتاب فیزیک متفاوت و 5 کتاب ریاضی متفاوت را می توانیم به چند طریق در قفسه ای و در یک ردیف بچینیم. به نظر 
شما، این عمل به چند روش امکان پذیر است؟ اگر:

الف( هیچ محدودیتی نباشد؛
ب( همواره کتاب های فیزیک کنار هم باشند؛

پ( هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند؛
ت( یک کتاب ریاضیِ خاص و دو کتاب فیزیک خاص همواره کنار هم باشند.

٤  برای کنار هم قرار گرفتن 4 دانش آموز پایهٔ دوازدهم و 6 دانش آموز پایهٔ یازدهم مسئله ای طرح کنید که پاسخ آن !4*!7 
باشد.

٥  با ارقام 5، 6، 7، 7، 5 و 7 چه تعداد کد 6 رقمی می توان نوشت؟

٦  می خواهیم روی تعدادی جعبهٔ حاوی اجناس تولید شدهٔ خاصی را کدگذاری و هر جعبه را با یک کد، شاملِ 9 حرفِ 
d ,d ,d ,c ,c ,a ,b ,a ,a، از بقیه مجزا کنیم. حداکثر چند جعبه را می توانیم با این کدها از بقیه مجزا کنیم؟

٧  7 نفر به چند طریق می توانند در دو اتاق دونفره و یک اتاق سه نفره قرار بگیرند؟

٨  به چند طریق می توان از بین 5 نوع گل 11 شاخه گل انتخاب کرد اگر بخواهیم:
الف( به دلخواه انتخاب کنیم؛

ب( از هر نوع گل حداقل 1 شاخه انتخاب کنیم؛
پ( از گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم بیش از سه شاخه انتخاب کنیم؛

ت( از گل نوع سوم انتخاب نکرده و از گل نوع چهارم حداقل 5 شاخه انتخاب کنیم.

٩  مطلوب است تعداد جواب های صحیح و نامنفی هریک از معادلات زیر با شرط های داده شده:
	x 1+x 2+ ... +x 5 =10 (الف x  i >0 , 2≤ i ≤5
	x 1+x 2+ ...+x 6 =12 (ب x 1 >2 , x 5  ≥4
	x 1+x 2+ ...+x 5 =11 (پ x  i ≥1 , 1≤ i ≤5
	x 1+3x 2+x 3+x 4 =7 (ت x  i ≥0 , 1≤ i ≤4
+x 1 (ث x2 +x 3+x 4 =3	 x  i ≥0 , 1≤ i ≤4
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10  به چند طریق می توان 5 توپ یکسان را بین 3 نفر و به دلخواه توزیع کرد؟

11  به چند طریق می توان 8 توپ یکسان را بین 4 نفر توزیع کرد هرگاه بخواهیم هر نفر حداقل یک توپ داشته باشد؟

12  آیا مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک جایگشت روی اعضای یک مربع لاتین دلخواه می تواند با مربع اولیه متعامد باشد؟

13  مربع لاتین 3 * 3 مقابل را در نظر بگیرید.

213

321A =

132

الف( سطر دوم و سومِ مربع A را جابه جا کنید و مربع حاصل را A1 بنامید. آیا A و A1 متعامدند؟
ب( ابتدا سطرِ اول و سطرِ سوم مربع A را جابه جا کنید. سپس در مربع حاصل، سطر دوم و سوم را جابه جا کنید و مربع 

حاصل را A2 بنامید. آیا A و A2 متعامدند؟
پ( با توجه به قسمت های )الف( و )ب( به سؤالات زیر جواب دهید.

1ــ آیا می توان گفت با تعویض جای سطرهای یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی متعامد با مربع لاتین اول به دست می آید؟
2ــ آیا می توان گفت با تعویض جای سطرهای یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی غیرمتعامد با مربع لاتین اول به دست 

می آید؟

14  قرار است شش مدرس T2 ،T1 و ... و T6 در شش جلسهٔ متوالی در شش کلاسِ C2 ،C1 و ... و C6 به گونه ای 
تدریس کنند که هر مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. برای این منظور برنامه ریزی نمایید.

15  دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 3 و دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 7 بنویسید.

16  در یک مسابقهٔ اتومبیل رانی قرار است 7 راننده در هفت روزِ هفته با هفت ماشین مختلف در هفت مسیر مختلف مسابقه 
دهند به طوری که شرایط زیر برقرار باشد:

الف( هر راننده هر روز با یک ماشین در یک مسیر رانندگی کند؛
ب( هر راننده با هر ماشین دقیقاً یک روز رانندگی کند؛
پ( هر راننده هر روز دقیقاً در یک مسیر رانندگی کند؛

ت( هر ماشین در هر مسیر دقیقاً یک بار به کار گرفته شود.
ــ برای این منظور یک برنامه ریزی انجام دهید.

مربع متعامد ازمرتبه 6 نداریم













74فصل سوم: ترکیبیات )شمارش(

اصل شمول و عدم شمول
 ( )A B | چون اعضای  |A B ) یعنی  )A B واضح است که برای محاسبهٔ تعداد اعضای 
) دو بار  )A B هم در A و هم در B هستند، اگر اعضای A و B را روی هم حساب کنیم اعضای 

محاسبه شده اند و می بایست یک بار از این مجموع کم شود و لذا خواهیم داشت:
| | | | | | | |A B A B A B= + − 

این تساوی به اصل شمول و عدم شمول برای دو مجموعه معروف است. )برای اختصار آن را 
اصل شمول می نامیم(.

با توجه به تعریف متمم اگر S مجموعهٔ مرجع A و B باشد، داریم:
| ( ) | | | | | | |′ = = −  A B A B S A B

این تساوی نتیجهٔ اصل شمول است.
و   A و  متناهی  مجموعه ای   S اگر  مهم:  نتیجۀ 
تعداد  این صورت  در  باشند،   S زیر مجموعه های   B
 B و A که در هیچ یک از مجموعه های S اعضایی از

قرار ندارند. برابر است با:

| | | | | | | | | | | |− = − − + S A B S A B A B

مثال: در یک کلاس 25 نفری 15 نفر فوتبال و 14 نفر والیبال بازی می کنند. مشخص کنید 
چند نفر نه فوتبال بازی می کنند و نه والیبال، به شرط آنکه بدانیم 9 نفر هم فوتبال و هم والیبال بازی 

می کنند.
حل: ابتدا با استفاده از اصل شمول تعداد افرادی را که حداقل در یکی از دو رشتهٔ ورزشی بازی 
می کنند مشخص می کنیم و سپس با استفاده از نتیجهٔ اصل شمول تعداد افرادی را که در هیچ رشته 

ورزشی شرکت ندارند به دست می آوریم.

A B

S

روش هایی برای شمارش درس 2

شکل ١
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اگر مجموعهٔ افرادی را که فوتبال و والیبال بازی می کنند به ترتیب F و V بنامیم در این صورت خواهیم داشت:
| | | | | |F V F F V= + − ⇒ =     	

| | | | | |F V S F V⇒ = = − 

تعداد افرادی که نه در F و نه در V هستند =25 - ... = ... 	
اصل شمول را می توان برای بیش از دو مجموعه هم تعمیم داده و بیان کرد که ما در این کتاب برای حداکثر سه مجموعه آن 

را بیان و مسائلی را با استفاده از این اصل طرح و حل خواهیم کرد.
اصل شمول برای سه مجموعه: اگر B، A و C زیرمجموعه هایی از مجموعهٔ مرجع S باشند، در این صورت همواره 

تساوی زیر )اصل شمول( برقرار است:
| | | | | | | | | | | | | | | |= + + − − − +      A B C A B C A B A C B C A B C 	

)توضیح دهید چرا اشتراک های دو تایی کم و اشتراک سه تایی اضافه شده است؟(
با استفاده از تعریف متمم، نتیجهٔ اصل شمول نیز به صورت زیر بیان می شود:

 | | | | | |A B C S A B C= −      )تعداد اعضایی از S که در هیچ یک از    
 مجموعه های A و B و C قرار ندارند(	

فعالیت
چند عدد طبیعی مانند n، به طوری که n ≤ 400 ≥1، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد 3، 4 و 5 بخش پذیر نباشند؟ )بر 3 

بخش پذیر نباشند، بر 4 بخش پذیر نبوده و بر 5 نیز بخش پذیر نباشند(.
1  در بین اعداد 12، 25، 10 و 13 کدام یک مورد نظر می باشند؟

٢  آیا عدد 60 جزء اعداد مورد نظر است؟
C بنامیم، B و اعداد بخش پذیر بر 5 را  A و اعداد بخش پذیر بر 4 را  ٣  اگر مجموعهٔ اعدادی را که بر 3 بخش پذیرند 

) همه اعداد مورد نظر را شامل می شود؟ ) A B C C را تعریف کنید. آیا مجموعهٔ  B و   ،A
) برقرار است؟ ) ( )=   A B C A B C ٤  آیا تساوی 

٥  با توجه به تساوی اخیر و اصل شمول و نتیجهٔ اصل شمول جاهای خالی را پر کرده و تعداد اعداد خواسته شده را 
محاسبه کنید. )منظور از ]      [ جزء صحیح است(.

{ }| | |  = ≤ ≤ → = =  

400
1 400 3

3
A n n A 	

.)  
  3

k )از هر سه عدد متوالی یکی بر 3 بخش پذیر است، پس تعداد اعداد طبیعی از 1 تا k که بر سه بخش پذیرند برابر است با 

{ }| | |  = ≤ ≤ → = =  
1 400



 



B n n B 	

{ }| | |  = ≤ ≤ → = =  
1 400



 



C n n C 	

شکل 2

A B

C

S
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) یعنی مجموعهٔ اعدادی که هم بر 3 و هم بر 4 بخش پذیرند و با توجه به قضیه ای در نظریه اعداد، »مجموعهٔ اعدادی  )A B

که بر a و بر b بخش پذیر باشد با مجموعهٔ اعدادی که بر »ک م م« آن دو عدد یعنی بر [a  ,b] بخش پذیرند، برابر می باشد«. )این 
قضیه برای سه عدد یا بیشتر نیز برقرار است(

| |
[ , ]

   = = =     
 

400 400

3 4 12
A B

	

| |    = = =      
 



400 400

15
A C 	

| |    = = =      

 

 

 20
B C 	

| | ([ , , ] [[ , ], ] [ , ] ) = = = = =  
  

400
3 4 5 3 4 5 12 5 60

60
A B C 	

| | | | | | | |= = −     A B C A B C S A B C 	
(| | | | | | | | | | | | | |)= − + + − − − +    400 A B C A B A C B C A B C 	
( )= − + + − − − +400 133 33 20 6   = ... 	

کار در کلاس

چند عدد طبیعی مانند n، به طوری که n ≤ 350 ≥1، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد 5،4 و 6 بخش پذیر نباشند؟
)توجه داشته باشید که 30 = [5,6]  ,  12 = [4,6]  ,  60 = [5,4,6](

مثال: اگر یک قفل رمز دار شامل 4 رقم از صفر تا 9 باشد و بدانیم که رمز بسته شده روی قفل حداقل یک رقم 7 و یک رقم 
8 را شامل می شود و امتحان کردن هر رمز 4 رقمی 5 ثانیه طول بکشد حداکثر چه زمانی لازم است تا این قفل باز شود؟ )در 
رمز، قرار گرفتن رقم صفر در سمت چپ اشکالی ندارد( )این مسئله معادل است با شمارش تعداد 4 رقمی هایی که در هریک 

از آنها هر یک از ارقام 7 و 8 وجود داشته باشد.
abcd نمایش می دهیم که در آن c ، b ، a و d ارقام صفر تا 9 می باشند. محاسبهٔ تعداد  حل: یک رمز 4 رقمی را به صورت 
قلم  از  را  یا رمز هایی  امکان دارد رمزهایی را چندبار محاسبه کنیم  به صورت مستقیم کاری وقت گیر است و  ارقامی  چنین 

بیندازیم، لذا از اصل شمول استفاده می کنیم.
ابتدا مجموعه های A و B را به صورت زیر و مخالف با آنچه مورد نظر مسئله است تعریف می کنیم!

{ }| , , , | |= ≠ → = × × ×7 9 9 9 9A abcd a b c d A 	

{ }| , , , | |= ≠ → = × × × 9 9 9 9B abcd a b c d B 	

{ }( ) | , , , , | |= ≠ → = × × × 7 8 8 8 8 8A B abcd a b c d A B 	

 B A مجموعهٔ اعداد 4 رقمی است که در هر یک از آنها رقم 7 به کار رفته است و منظور از  واضح است که منظور از 

مدیر گروه :استاد ایمانلو گروه تلگرامی فقط گسسته
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) یعنی مجموعهٔ اعداد 4 رقمی که در آنها هم رقم 7 و  )A B اعداد 4 رقمی است که در آنها عدد 8 به کار رفته است. البته 
هم رقم 8 به کار رفته است و تعداد اعضای این مجموعه پاسخ سؤال مطرح شده است.

S    | = 10*10*10*10 = 10000|= تعداد کل 4 رقمی ها →  10   10   10   10 	
رقم اول   رقم دوم    رقم سوم    رقم چهارم 		
| | | | | | | |= = −  A B A B S A B 	
=10000-(94+94-84) = ... 	
... = 5×... = زمان لازم برحسب ثانیه 	

کار در کلاس

در استان مرکزی، در نزدیکی شهر محلات، سه روستای خورهه، آبگرم و حاجی آباد وجود دارد. اگر بخواهیم جاده هایی 
بین این سه روستا طراحی کنیم، به طوری که پس از تکمیل راه ها، هیچ روستایی تنها نماند )حداقل به یک روستای دیگر وصل 

باشد( به چند طریق می توان چنین راه هایی را طراحی کرد؟
اگر روستاها را A ،K و H بنامیم، در این صورت یافتن تعداد چنین راه هایی معادل است با پیدا کردن تعدادی گراف های 

ساده که با سه رأس A ،K و H می توان تعریف کرد به طوری که در آنها هیچ رأسی تنها نباشد.
1  از چهار گراف سادهٔ زیر کدام ها مورد نظرند و کدام ها را نباید شمرد؟

K H K H K H K H

AAAA

٢  کل جاده های بین سه روستا یعنی کل گراف های ممکن که با سه رأس می توان تعریف کرد برابر است با:
( )| |= =
3
22S 	

)بین هر دو روستا از این سه روستا می توان یک جاده درنظر گرفت که هر جاده می تواند در طراحیِ ما، باشد یا نباشد(.
٣  اگر Ak را مجموعهٔ راه های طراحی شده ای که در آنها روستای K تنها بماند تعریف کنیم، به همین صورت Aa و Ah را 

تعریف کنید و با استفاده از نتیجهٔ اصل شمول جواب را بیابید و گراف های متناظر با آنها را رسم کنید.
٤  توضیح دهید که چرا تساوی های زیر برقرارند؟

Ak| = |Aa| = |Ah| = 2| )الف 	
| )ب | | | | |k a k h a hA A A A A A= = =1   	
| )پ |k a hA A A =1  	

تپبالف
شکل 3
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فعالیت
 اگر f تابعی از مجموعهٔ A به مجموعهٔ B باشد و A|=m| و B    |=n|، در این صورت برای هر a i ∈ A که i   ≤m≥1 می توان به

 B به A و لذا طبق اصل ضرب تعداد کل توابع از )f   (ai) = bn یا ... یا f   (ai) = b2 یا f   (ai) =b 1( را تعریف کرد f   (ai) طریق n
برابر است با: B  ||A  |=nm|. حال اگر A   |=  5| و B   | = 3|، در این صورت می خواهیم تعداد توابعی چون f از A به B را تعیین کنیم 

به طوری که Rf =B. )روی تمام اعضای B، پیکانی رسم شده باشد، به چنین تابع هایی، تابع پوشا گفته می شود.(
1  اگر فرض کنیم B ={b1 , b2 , b3} و A   ={a  1 , a  2 , a  3 , a  4 , a  5} و تعریف کنیم، 

A1={f  :A→B | f   (a i) ≠ b11 ؛≤ i ≤5} 	
A2={f  :A→B | f   (a i) ≠ ...1 ؛≤ i ≤5} 	
A3={f  :A→B | f   (a i) ≠ ...1 ؛≤ i ≤5} 	
در این صورت A1 مجموعه ای شامل همه تابع هایی از A به B است که حداقل یک پیکان از اعضای A روی b1 می آورند.

A B

a1
a2
a3

b1

b2

b3
a4
a5

A B

a1
a2
a3

b1

b2

b3
a4
a5

A

f

B

a1

a2

a3

b1

b2

b3a4

) را تعریف کنید و با استفاده از نتیجه اصل شمول، پاسخ را بیابید. ) )A A A A A A=1 2 3 1 2 3    2  مجموعهٔ 
|S  | = 3...= ... , |A1| = |A2| = |A3| = 2...= ... 	
|A1∩A2| = |A1∩A3| = |A2∩A3| = ... , |A1∩A2∩A3| = 0 	
( ) | | | |A A A S A A A= −1 2 3 1 2 3    	
=243- (... + ... + ... - ... - ... - ... + ...) = ... 	

مثال: به چند طریق می توان 4 خودکار متفاوت را بین سه نفر توزیع کرد به شرط آنکه به هر نفر حداقل 1 خودکار داده باشیم؟
حل: تعداد حالت های ممکن برای انجام این عمل معادل است 
با پیدا کردن تعداد تابع های از یک مجموعهٔ 4 عضوی مانند A به 
یک مجموعهٔ 3 عضوی مانند B، به طوری که برُد این توابع همهٔ 
A نسبت  از  B حداقل 1 عضو  )به هر عضو  باشد.   B اعضای 

داده شود.(

{ }: | ( ) , ,i i jA f A B f a b i j= → ≠ ≤ ≤ ≤ ≤1 4 1 3

|S  | = |B  ||A  | = 34= 81
|A1| = |A2| = |A3| = 24 = 16
|A1∩A2| = |A1∩A3| = |A2∩A3| = 14=1 , |A1∩A2∩A3| = 0 	

یکی از تابع های موجود 
A1 ٔدر مجموعه

یکی از تابع های موجود 
A1 در مجموعهٔ 

دو   b1 شخص  به 
 a  4 و a  1 خودکار

داده شده است.

شکل 4

شکل 5
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| | | | | |A A A A A A S A A A= = −1 2 3 1 2 3 1 2 3      	
= 81-(3*16-3*1+0) = 36 	

 3m -(3*2m -3) ٔاز رابطه ،Rf =B به طوری که |B   |=3 و |A|=m ≥ 3 با فرض f  :A→B تذکر: تعداد تابع هایی چون
به دست می آید.

مثال: 8 نفر را که برای یک برنامه تلویزیونی پیامک ارسال کرده اند، انتخاب کرده ایم و می خواهیم در 4 مرحله و در هر 
مرحله 1 جایزه را به یکی از این 8 نفر )با قرعه کشی( به دلخواه بدهیم. این عمل به چند طریق امکان پذیر است؟ )یک نفر می تواند 

4 جایزه را برنده شود.(
حل: حل این مثال معادل است با یافتن تعداد تابع های ممکن از یک مجموعهٔ 4 عضوی به یک مجموعهٔ 8 عضوی که برابر 

است با 4096=84.

فعالیت
می خواهیم تعداد تابع های یک به یک از یک مجموعهٔ 4 عضوی به یک مجموعهٔ 6 عضوی را شمارش کنیم،

f   (a  1)، چند راه  1  اگر فرض کنیم A   ={a  1 , a  2 , a  3 , a  4} و B ={b1,b2, ... ,b6} برای تعریف f روی هر عضو A مثلاً 
انتخاب داریم؟

٢  با توجه به اینکه f باید یک به یک باشد و تعریف یک به یکی در توابع، پس از تعریف f   (a  1)، برای تعریف f روی a  2 چند 
راه انتخاب داریم؟

٣  با توجه به اصل ضرب، در کل، چند تابع یک به یک از A به B می توان تعریف کرد؟ پاسخ خود را توسط تبدیل r شیء 
از n شیء بنویسید.

f   (a  1) =b1 یا b2 یا ... یا b6 →را تعریف کرد f   (a  1) به 6 طریق می توان 	
به 5 طریق می توان f   (a  2) را تعریف کرد → f   ⇒ f   (a  2) ≠ f   (a  1) یک به یک است 	
... ⇒ f   ⇒ f   (a  3) ≠ f   (a  1) , f   (a  3) ≠ f   (a  2) یک به یک است 	
................................................. 	
! = تعداد کل تابع های یک به یک ⇒ طبق اصل ضرب ( )× × × = = 4

6
6 5 6 



	
در حالت کلیّ اگر A|=m| و B    |=k| در این صورت با شرط m   ≤k تعداد توابع یک به یک از مجموعهٔ A به مجموعهٔ B برابر 

. !( )
( )!m

k
k

k m
=

−
است با تعداد انتخاب های m شیء از بین k شیء یا 

مثال: به چند طریق می توان 4 خودکار متفاوت را بین 8 نفر توزیع کرد به 
شرط آنکه هیچ کس بیشتر از یک خودکار نداشته باشد؟ )به هر نفر حداکثر یک 

خودکار داده باشیم(
حل: تعداد حالت های ممکن برای انجام این عمل معادل است با پیدا کردن 

شکل 6
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. ( ) = =48






تعداد تابع های یک به یک از مجموعه ای 4 عضوی به مجموعه ای ... عضوی یعنی، 

اصل لانه کبوتری1
اگر از شما سؤال شود که حداقل چند نفر باید در یک کلاس حضور داشته باشند تا مطمئن شوید لااقل دو نفر از آنها ماه 
تولدّشان یکسان است، چه پاسخی می دهید؟ بدترین حالت ممکن این است که افراد داخل کلاس از نفر اول هر کدام در یک 
ماه متفاوت با نفر قبلی به دنیا آمده باشند، تا کجا می توان مقاومت کرد؟ واضح است که حداکثر تا 12 نفر با فرض اینکه هر نفر در 
یک ماه متفاوت از بقیه متولد شده باشد، می توان به این روند ادامه داد و هنوز اطمینانی برای اینکه حداقل دو نفر ماه تولدشان 
مثل هم باشد وجود ندارد، ولی اگر 13 نفر در کلاس حضور داشته باشند این اطمینان حاصل می شود! )نفر سیزدهم در هر 

ماهی متولد شده باشد، 1 نفر از آن 12 نفر در آن ماه متولد شده است.(
چند  حداقل  شما  نظر  به  فوق  مطالب  به  توجه  با  حال 
تا  باشند  داشته  حضور  باید  مدرسه  یک  در  دانش آموز 
تولدشان  روز  آنها  از  نفر   2 باشیم، حداقل  داشته  اطمینان 

یکی است؟
در این قسمت به بیان اصل لانه کبوتری پرداخته و سپس 
مسائلی را مطرح می کنیم و با استفاده از این اصل و تعمیم 

آن، مسائل را حل خواهیم کرد.

1

2

3

4

5

1

2

3

4

ب الف

1

3

2

4

1
4

2 3

5

شکل 8

شکل 7

1ــ اصل لانه کبوتری اصطلاحاً »اصل« نامیده می شود و در واقع قضیه ای است که با برهان خلف اثبات می شود، این اصل را اصل حجره ها نیز نامیده اند.

اصل لانه کبوتری: اگر m کبوتر و n لانه داشته باشیم و m > n و همهٔ کبوترها درون لانه ها قرار بگیرند، در 
این صورت لانه ای وجود دارد که حداقل 2 کبوتر در آن قرار گرفته است.
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؟

مثال: نشان دهید اگر بخواهیم ضلع های یک مثلث را با دو رنگ آبی یا قرمز رنگ کنیم، حداقل دو 
ضلع این مثلث همرنگ خواهند شد.

حل: اگر ضلع های مثلث را کبوترها و دو رنگ آبی و قرمز را لانه ها فرض کنیم، طبق اصل لانه کبوتری در 
یکی از لانه ها حداقل 2 کبوتر قرار خواهد گرفت )دو کبوتر در یک لانه معادل است با دو ضلع با یک رنگ(.

مثال: ثابت کنید در بین هر 5 عدد طبیعی دلخواه حداقل دو عدد یافت می شود به طوری که به پیمانهٔ 4 هم نهشت می باشند.
حل: می دانیم باقی ماندهٔ تقسیم هر عدد بر 4 یکی از اعضای مجموعهٔ R ={0,1,2,3} است، حال اگر 5 عدد طبیعی را 
کبوترها و باقی مانده های تقسیم اعداد بر 4 را لانه ها فرض کنیم، طبق اصل لانه کبوتری حداقل 2 کبوتر در یک لانه قرار 
خواهند گرفت، یعنی حداقل دو عدد از این 5 عدد باقی مانده های تقسیمشان بر 4 با هم برابر است. حال اگر آن دو عدد را a و 

b فرض کنیم، a و b بر 4 هم باقی مانده بوده و بنابر تعریف هم نهشتی باید a 4≡ b و حکم به دست می آید.
تمرین:در حالت کلیّ ثابت کنید در بین هر (n   +1) عدد طبیعی دلخواه و بیشتر، همواره حداقل 2 عدد مانند a و b یافت 

می شوند به قسمی که تفاضل آنها بر n بخش پذیر است. )به پیمانهٔ n هم نهشت اند(.

کار در کلاس

1  یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع 3 واحد را تقسیم بندی کرده ایم. نشان 
دهید اگر 10 نقطه دلخواه از داخل این مثلث اختیار کنیم حداقل 2 نقطه بین این نقاط 

وجود خواهد داشت به قسمی که فاصلهٔ آنها از یکدیگر کمتر از 1 باشد.

٢  با توجه به 1 برای شکل مقابل یک مسئله طرح کنید و با استفاده از اصل لانه کبوتری 
به آن پاسخ دهید.

٣  نشان دهید در یک خانوادهٔ حداقل 5 نفری، دست کم دو نفر فصل تولدشان یکی است.
٤  نشان دهید در هر گراف ساده از مرتبهٔ P ≥2 حداقل دو رأس هم درجه وجود دارد. )راهنمایی: مسئله را در دو حالت 
یا تنها نداشته باشیم که در این صورت درجات رئوس از 1 تا n   -1 تغییر می کند.  بررسی کنید. )1( حالتی که رأس ایزوله 
)2(  حالتی که یک رأس تنها داشته باشیم که در این صورت درجات بقیهٔ رئوس از 1 تا n   -2 تغییر می کند( آیا نیازی هست 

حالتی را در نظر بگیریم که دو رأس یا بیشتر تنها باشند؟

3

1

1

1

1

1

2

شکل 9

شکل 10
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فعالیت
جدول زیر را )با توجه به قراردادن n کبوتر در n لانه در هر مرحله( کامل کنید و نتیجه گیری خود را با نتیجه داخل کادر )تعمیم 

اصل لانه کبوتری( مقایسه کنید.

تعداد لانه ها (n)تعداد کبوترها (kn    +1)اطمینان از وجود لانه ای با حداقل (k    +1) کبوتر

n +1n *1اطمینان از وجود لانه ای با حداقل 2 کبوتر

n +1n *2اطمینان از وجود لانه ای با حداقل ... کبوتر

1n+ ....اطمینان از وجود لانه ای با حداقل 4 کبوتر

⁞⁞⁞

1n+ ....اطمینان از وجود لانه ای با حداقل ...... کبوتر

همان طور که مشاهده می کنید در سطر دوم به ازای n   =4 و k   =2 تعداد کبوترها 9=1+4*2 می باشد که طبق جدول می بایست 
لانه ای با حداقل 3 کبوتر یافت شود و شکل زیر گویای این روش است که اگر در هر لانه یک کبوتر قرار بگیرد و از هر 5 کبوتر 
باقی مانده مجدّد در هر لانه 1 کبوتر قرار بگیرد در نهایت نهمین کبوتر در هر لانه ای قرار بگیرد همان لانه دارای 3 کبوتر است. 
توجه دارید که در حالت های زیادی از نشستن کبوترها در لانه ها حداقل 1 لانه با حداقل 3 کبوتر می تواند وجود داشته باشد 

)همهٔ کبوترها در 1 لانه قرار بگیرند یا 5 کبوتر در 1 لانه و 4 کبوتر در لانه ای دیگر یا ...(.
لانه ها کبوترها

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1

2

3

4

1

3

2

4

9

6

2

8

5

3 41

7

ب

الف

تعمیم اصل لانه کبوتری: هرگاه (kn   +1) کبوتر یا بیشتر در n لانه قرار بگیرند در این صورت لانه ای وجود دارد که 
حداقل (k   +1) کبوتر در آن قرار گرفته است.

شکل 11
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زهــــــــــــــرا شمسی مدیریت بررسی: استاد عربیار محمدی



درس دوم: روش هایی برای شمارش 83

مثال: در یک اردوی دانش آموزی حداقل چند  دانش آموز وجود داشته باشند تا اطمینان داشته باشیم که حداقل 7 نفر از 
آنها ماه تولد یکسانی دارند؟

حل: در این مسئله k   +1=7 یعنی k   =6 است و n یا تعداد لانه ها همان تعداد ماه های سال یعنی n   =12 است، پس تعداد 
کبوترها یا معادل با آن تعداد دانش آموزان حداقل می بایست kn   +1=6 *12+1=73 باشد.

کار در کلاس

1  در یک دبیرستان حداقل چند دانش آموز وجود داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل 10 نفر از آنها ماه و روز هفتهٔ 
تولدشان یکی است؟

2  54 شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدانی هست که در آن حداقل 5 شاخه گل 
قرار گرفته است؟

k  +1=... ⇒ k    =... 	
kn   +1=54 ⇒ 4n   = ... ⇒ [ ]n = =

4



 	
3  حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل 3 نفر از آنها دو حرف اول و دوم 

فامیلشان غیر تکراری و مثل هم است؟
)فامیلی هایی مثل اشتری و اشراقی مورد نظر است(.

مثال: حداقل چند نقطه از داخل مثلثی متساوی الاضلاع به طول ضلع 2، انتخاب 
کنیم تا مطمئن باشیم حداقل 2 نقطه از آنها فاصله شان کمتر از 1 است.

حل: کافی است مطابق شکل، مثلث مفروض را به 4 مثلث متساوی الاضلاع به طول 
ضلع 1 تقسیم بندی کنید که در این صورت اگر 5 نقطه از داخل این مثلث انتخاب کنید 
طبق اصل لانه کبوتری اطمینان دارید حداقل یکی از مثلث ها شامل دست کم  2  نقطه 
از این 5 نقطه خواهد بود و فاصلهٔ این دو نقطه از طول ضلع مثلث های کوچک تر 

کمتر می باشد.
مثال: نشان دهید در هر کلاس با n دانش آموز (n   ≥2) حداقل 2 دانش آموز یافت می شوند که تعداد دوستان آنها در آن 

کلاس با هم برابر است.
ثابت کردیم که در هر گراف ساده حداقل 2 رأس هم درجه وجود دارد، لذا کافی است گرافی تعریف کنید که  حل: قبلاً 

رأس های آن دانش آموزان و رابطهٔ دوستی بین هر دو دانش آموز را با یالی بین رأس های متناظرشان تعریف کنید.

شکل 12
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تمرین

١  در بین اعداد طبیعی 1 تا n ≤90( 90 ≥1( چند عدد وجود دارد که بر 2 یا 3 بخش پذیر باشند؟

٢  در بین اعداد طبیعی 1 تا n ≤200( 200 ≥1( چند عدد وجود دارد که بر 4 بخش پذیر باشند ولی بر 7 بخش پذیر نباشند؟

٣  در یک کلاس 34 نفری، 15 نفر فوتبال بازی می کنند، 11 نفر والیبال و 9 نفر بسکتبال بازی می کنند. اگر بدانیم 10 نفر 
عضو هیچ یک از این سه تیم نبوده و 5 نفر فوتبال و والیبال، 6 نفر والیبال و بسکتبال و 3 نفر فوتبال و بسکتبال بازی می کنند 

مشخص کنید:
الف( چند نفر هر سه رشتهٔ ورزشی را بازی می کنند؟

ب( چند نفر فقط فوتبال بازی می کنند؟
پ( چند نفر والیبال بازی می کنند ولی بسکتبال بازی نمی کنند؟

ت( چند نفر فقط در یک رشته بازی می کنند؟

٤  اگر بخواهیم یک قفل دارای رمز 5 رقمی و فاقد صفر را که سه رقم آن 7 و 2 و 3 هستند باز کنیم و تمام اعداد 5   رقمی 
را که شامل حداقل یک رقم 7 و یک رقم 2 و یک رقم 3 هستند در اختیار داریم و بستن و امتحان کردن هریک از این اعداد 

5 رقمی، 6 ثانیه طول بکشد، برای باز کردن این قفل حداکثر چقدر زمان نیاز داریم؟

٥  چه تعداد تابع چون f  :A→B می توان تعریف کرد اگر بدانیم A|=5| و B|=4| است؟ چه تعداد از این توابع یک به یک 
هستند؟

٦  به چند طریق می توان 5 کتاب مختلف را بین 8 نفر توزیع کرد، اگر بخواهیم به هر نفر حداکثر یک کتاب بدهیم؟

٧  به چند طریق می توان 6 فیلم سینمایی را بین سه داور برای داوری تقسیم کرد، به طوری که هر داور حداقل یک فیلم را 
داوری کند؟

٨  ثابت کنید، در بین هر 368 نفر حداقل دو نفر هستند که در یک روز متولد شده اند.

٩  ثابت کنید، اگر در یک دبیرستان حداقل 505 دانش آموز مشغول تحصیل باشند لااقل 7 نفر از آنها روزِ هفته و ماه 
تولدشان یکسان است.

10  حداقل چند نفر در یک سالن ورزشی مشغول تماشای مسابقه کشتی باشند تا مطمئن باشیم لااقل 20 نفر از آنها روز 
تولدشان یکسان است؟

11  ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان عددی زوج باشد.

12  مجموعهٔ اعداد A={1, 2, ..., 84} را در نظر می گیریم. نشان دهید هر زیرمجموعهٔ 43 عضوی از A دارای حداقل 
2 عضو است که مجموعشان برابر با 85 باشد.

مدیر گروه :استاد ایمانلو گروه تلگرامی فقط گسسته
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نظر  به صورت یک تصاعد عددی مرتب شده اند، در  13  مجموعهٔ اعداد A={1, 5, 9, 13, ..., 77, 81, 85} را که 
می گیریم. اگر از این مجموعه 13 عضو انتخاب کنیم، نشان دهید که حداقل 2 عدد در این 13 عدد وجود دارد که مجموعشان 

برابر با 90 باشد.

14  13 نقطه درون یک مستطیل 8*6 قرار دارند. نشان دهید حداقل 2 نقطه از این 13 نقطه وجود دارد که فاصلهٔ آنها از 
8 باشد. هم، کمتر از 

15  5 نقطه در صفحه با مختصات صحیح در نظر می گیریم. ثابت کنید حداقل دو نقطه از این 5 نقطه وجود دارد، طوری که 
مختصات نقطهٔ وسط این دو نقطه نیز صحیح می باشد.




