
 فصل اول          دبیرستان شهید احمدی روشن        تهیه و تنظیم : حمید رضا کمالی خوشخلق 2هندسه 

20 

 

 2هندسه   2فصلسؤالات و پاسخ تشریحی سؤالات 

 .و رابطة آن را بنویسید ولپا را تعریف کنیدطتبدیل و تبدیل  - 1

 حل : 

نظیر می کند و  Pرا از صفحة  A، دقیقاً یک نقطه مانند Pاز صفحة  A، تابعی است که به هر نقطة Pدر صفحة  Tتبدیل

 است. Pاز صفحة Aیک نقطه ، تصویر دقیقاً Pاز صفحة  Aبر عکس؛ هر نقطة 

  AAT

PPT



:
 

 ثابت کنید هر تبدیل طولپا اندازة زاویه را حفظ می کند. – 2

 حل:

 تبدیلی طولپا باشد در این صورت داریم: Tفرض کنیم 

      CCTBBTAAT  ,, 

BOABOAOBAABO

OBBO

OAAO

BAAB
ضضض  
















ˆˆ 

AA...عمود منصف ... پاره خط  dباشد آنگاه  dنسبت به خط  Aبازتاب نقطة Aاگر – 3   است. خطd  خط بازتاب یا ...

 ور بازتاب است....... روی مح Bبر خودش منطبق باشد آنگاه نقطة  Bمحور بازتاب... نامیده می شود. اگر بازتاب نقطة 

 .تاب طولپا ... است... باز

 است. طولپاثابت کنید بازتاب  – 4

 حل:

نسبت  Bو Aبازتاب Bو A.موازی باشد dبا محور بازتاب یعنی خط ABالف( اگر

HAAHHBHBپس  ندسته  dبه خط   ,. 

BBAA
dBB

dAA









 

 از طرفی  
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BBAAHBHBHAAHHBAHdAB
HBBH

HAAH  




ABABدر چهار ضلعی    دو ضلعAA وBB  این چهار ضلعی  اند پسموازی و مساوی

BAABمتوازی الاضلاع است در نتیجه  . 

روی خط بازتاب باشد. ) اگر هر دو  AB( اگر فقط یکی از نقاط انتهایی پاره خط ب

بر  ABگاه بازتاب ند آننقطة ابتدا و انتهای پاره خط داده شده روی خط بازتاب باش

 با خودش برابر است(  ABخودش منطبق بوده و در نتیجه تصویر  

BAABBHAABH

BHBH

HH

HAAH
ضزض  
















9021
ˆˆ 

را امتداد  ABپاره خطاشد. ب نه موازی و نه متقاطع خط بازتاب باAB( اگر پاره خط ج

 داریم:با توجه به )ب(قطع کند، در این صورت  Mطة می دهیم تا خط بازتاب را در نق

BAAB

AMMABMMB

AMBMBA

MAMBAB
















,

 

ر این صورت با ، دقطع کند Mخط بازتاب را در نقطه ای مثل ABد( اگر پاره خط

 توجه به )ب(داریم:

BAAB

AMMABMMB

AMBMBA

MAMBAB
















,

 

 .به طور کامل توضیح دهید کندبازتاب شیب خط را حفظ می آیا – 5

 حل:

 در حات کلی  خیر

 .است Lموازی خط، Lخط تصویریعنی  Lموازی باشد آنگاه  dبا خط بازتاب یعنی خط  Lالف( اگر خط 

نسبت به خط  Bو  Aبازتاب  Bو Aباشندآنگاه Lدو نقطه از خط  BوAاگرزیرا 

d که روی خط استL پس  قرار دارندHAAHHBHB  ,. 

BBAA
dBB

dAA









 

 از طرفی  
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BBAAHBBHHAAHHBAHdAB
HBHB

HAAH  




ABABدر چهار ضلعی    دو ضلعAA وBB  چهار ضلعی اند پس این موازی و مساوی

BAABمتوازی الاضلاع است در نتیجه    پسdd . 

بوده بر خودش منطبق  Lباشد آنگاه تصویر عمود dط بازتاب یعنیخ بر Lاگر خطب( 

 است. Lموازی خطو 

 Lباشد آنگاه ن متقاطع بوده ولی بر آن عمود dبا خط بازتاب یعنی خط Lاگر خطج( 

 .ندستنی موازی Lو Lبنابراین ، متقاطع هستند Mدر نقطه ای مانند dو  Lو

قرینة قرینة هر نقطه ... همان... نقطه  ... است.d ...Aنسبت به   A، بازتاب است dنسبت به خط  Aبازتاب  Aوقتی – 6

تبدیل  dبه خط  تاب نسبتاست. در هر باز  ...یک مثلث همنهشت با مثلث اولیه... ،است. در هر بازتاب تبدیل یافتة یک مثلث

 تعداد نقاط ثابت تبدیل در هر بازتاب ...بی شمار... است.....همان نقاط... هستند dیافتة تمام نقاط روی خط

 ستند.دو بردار که ...هم اندازه... و  ...هم راستا...  و  ...هم جهت... باشند دو بردار برابر ه – 7

 ثابت کنید انتقال یک تبدیل طولپا است. – 8

  حل:

vبا بردار   ABالف( اگر پاره خط 
 موازی نباشد: 

BBAAدر چهار ضلعی   :داریمvBBAA


   وvBBAA


   پس این چهار

BAABضلعی متوازی الاضلاع بوده و در نتیجه   .است 

vبا بردار   ABب( اگر پاره خط 
  موازی باشد وvAB


:در این صورت داریم  

BAAB

vBBAA

BBBABA

BAAAAB

















 

vبا بردار   ABج( اگر پاره خط 
  موازی باشد وvAB


:در این صورت داریم  

BAAB

vBBAA

ABBBBA

ABAAAB

















 

 

 

LL

d

H

LL
d

M

A A

B B

v


v


v


A A B Bv
 v


v


A AB B

v


v


v




 فصل اول          دبیرستان شهید احمدی روشن        تهیه و تنظیم : حمید رضا کمالی خوشخلق 2هندسه 

23 

 

 ثابت کنید انتقال شیب خط را حفظ می کند. – 9

 حل: 

vبا بردار   ABالف( اگر پاره خط 
 موازی نباشد: 

BBAAدر چهار ضلعی   :داریمvBBAA


  وvBBAA


   پس این چهار

BAABضلاع بوده و در نتیجه ضلعی متوازی الا  .است 

vبا بردار   ABب( اگر پاره خط 
  موازی باشد وvAB


:در این صورت داریم  

BAAB

vBBAA

BBBABA

BAAAAB

















 

vبا بردار   ABج( اگر پاره خط 
  موازی باشد وvAB


:در این صورت داریم  

BAAB

vBBAA

ABBBBA

ABAAAB

















 

 دوران را تعریف کنید. – 10

 حل:

 Aست که در آن اگر تبدیلی از صفحه ا و زاویة   Oبه مرکز نقطة ثابت  Rدوران  

 و داریم: باشد Aتصویر نقطة 

AOOA       و    AOA ˆ 

 نشان دهید دوران طولپاست. - 11

 حل:

و امتداد آن واقع نباشد و زاویة دوران از زاویة  ABبر پاره خط Oالف(اگر مرکز دوران

BOA  .بیشتر باشد ˆ

BAABBOAAOB

BOOB

AOBBOABOA

AOOA
ضزض  
















ˆˆˆˆ  
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و امتداد آن واقع نباشد و زاویة دوران از زاویة  ABبر پاره خط Oاگر مرکز دوران ب(

BOA  .باشد مترک ˆ

BAABBOAAOB

BOOB

BOABOABOA

AOOA
ضزض  
















ˆˆˆˆ  

 باشد. ABروی پاره خط  Oج( اگر 

BAAB

BOOBAOOA

BOOABA

OBAOAB
















,

 

 

 

 باشد. ABروی امتداد پاره خط O( اگر د

BAAB

BOOBAOOA

BOOABA

OBAOAB
















,

 

 

 در جهت عقربه های ساعت رسم کنید. 90و با زاویة  Aرا به مرکز  ABCیافتة مثلث الف( دوران  – 12

 

 ر خلاف جهت عقربه های ساعت رسم کنید.د 120و با زاویة   Oرا به مرکز  ABCDب( دوران یافتة شکل 

 حل:

 

 

BAدر راستای عمود بر خط بازتاب قرار دارد، ثابت کنید که اگر ABخط که پارهدر حالتی -13  بازتابAB  ،باشدAB 

BAو  اند.اندازههم 

 حل:

 بازتاب باشد: روی خط( B)مثلاً  ABالف( اگر یکی از دو سر پاره خط 

AAعمود منصف  dخط    است و بازتابB بر خودش منطبق است پس BAAB  

A

B12
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O
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 :را قطع نکند  خط بازتاب ،AB( پاره خط ب

BAAB

HBHABABHAHAB

HBBH

HAAH
















,

 

 :را قطع کند  خط بازتاب ،AB( پاره خط ج

 BAAB

HBHABABHAHAB

HBBH

HAAH
















,

 

DCBAچهارضلعی  مقابلدر شکل  -14   تصویر چهارضلعی محدبABCD  تحت

رویم، جهت می  Dو  B ،Cبه  Aبازتاب است. در شکل اولیه وقتی به ترتیب از 

های ساعت است. جهت حرکت در بازتاب این حرکت عقربه حرکت ، موافق جهت

 کند؟بازتاب، جهت شکل را حفظ می توان گفتنقاط چگونه است؟ آیا می

 حل:

 خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت است،  جهت حرکت در بازتاب این نقاط

 کند.مینبازتاب، جهت شکل را حفظ  توان گفتمی بنابراین

از آن قررار  mو به فاصله   2dبه موازات  1dدر شکل مقابل خط  – 15

دارد و مثلث 


 CBA   بازتاب مثلث


ABC  1نسبت به خطd  .است 

الف ( بازتاب مثلث


 CBA  2را نسربت بره خرطd  رسرم کنیرد و آن را


 CBA . بنامید  

mAAب(نشان دهید  2 

BBج( اندازه    وCC  چقدر است؟ 

CBAتوان مثلث ( با چه تبدیلی مید 


CBAرا تصویر  


 رید؟گیای میدانست؟ چه نتیجه 

 حل:

ب(   mpnppnnAHHAAHAHAA 22  

mCCBBج( به همین ترتیب :  2 

و در  2dیا1dو در راستای عمود بر  m2با انتقال توسط برداری به طول د( 

 .2dبه طرف  1dجهت از 

ABA

d
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H
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d

B
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A
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معادل  mبه فاصلة 2Lو  1Lدرنتیجه دو بازتاب متوالی نسبت به دو خط موازی

در  m2 توسط برداری به طول است به طوریکه این انتقال انتقالتبدیل  با 

 خط اول به سمت خط دوم  است.خط در جهت راستای عمود بر آن دو

اند. مثلث یکدیگر را قطع کرده با زاویة  2dو 1dدر شکل، دو خط  -16

CBA 


CBAبازتاب مثلث  


است. بازتاب مثلث  1dنسبت به خط  

CBA 


CBAرسم کنید و آن را  2dرا نسبت به خط   


 بنامید. 

2AOAالف( نشان دهید:  ˆ 

BOBوCOCب( اندازة    چقدر است؟ ˆˆ

CBAمثلث  توان( با چه تبدیلی میج 


CBAرا تصویر  


دانست؟ چه  

 گیرید؟ای مینتیجه

 حل:

21پس: می دانیم بازتاب اندازه زاویه را حفظ می کند الف(  OO ˆˆ   43و OO ˆˆ  

  22 324321  OOOOOOAOA ˆˆˆˆˆˆˆ 

2ب( به همین ترتیب داریم: COCBOB ˆˆ 

 است پس: طولپاج( بازتاب 

AOOA
AOAO

AOOA









 

BOOBبه همین ترتیب     و COOC  

CBAمی توان مثلث  و به زاویة  Oبنابراین با تبدیل دوران به مرکز    را 

درنتیجه دو بازتاب متوالی نسبت به دو خط متقاطع  .دانست ABCتصویر مثلث 

 است. 2معادل با دوران به مرکز نقطة تلاقی دو خط و زاویة  با زاویة 

 .یدبرای هر حالت مثالی بزن  انواع آن را بیان کنید ورده تجانس را تعریف ک -17

 حل:

Mیک عدد حقیقی باشد، نقطة  0kنقطة ثابت در صفحه بوده و  Oاگر   را مجانس نقطةM  در تجانس به مرکزO  و

 گوییم، هرگاه سه شرط زیر برقرار باشد: kنسبت تجانس 
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Mو  O،Mالف( سه نقطة   روی یک خط راست باشند 

OMkMOب(  . 

Mمثبت باشد   kج( اگر    روی نیم خطOM بوده و نقاطM وM   در یک طرف نقطةO .قرار دارند 

OMMO            مثال: 2                                                                                    2k 

                  OMMO
2
1

                                                                                 
2
1

k 

Mو  Mبین نقاط Oمنفی باشد نقطة  kاگر   .قرار می گیرد 

                    OMMO 2                                                                                 2k 

Mنقطة  kو نسبت  Oدر تجانس به مرکز  – 18   مجانس نقطةM  به نسبتk  است. چرا نقطةM  مجانس نقطةM   با

نسبت 
k

 است. 1

 حل:

Mو O،Mزیرا اولاً سه نقطة   :ًروی یک خط راست قرار دارند و ثانیا 

MO
k

OMOMkMO 
1

. 

 رسم کنید. kو نسبت Oمجانس هریک از اشکال زیر تحت تجانس به مرکز تجانس  – 19

 

 

 حل: 
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.حفظ می شود ... و جهت شکل ... ندارد... و شیب خط .)طولپا( ؛خاصیت ایزومتری  1kتجانس با نسبت تجانس – 20

.. و .حفظ می شود ... ندارد... و شیب خط ..)طولپا( ؛خاصیت ایزومتری  1k...حفظ می شود .... تجانس با نسبت تجانس 

 دارای خاصیب ایزو متری است.  …1kو...  …1kا نسبت تناسب .... تجانس بجهت شکل ...حفظ می شود ... 

تجانس را ... تجانس  0kتجانس را ... تجانس مستقیم... می نامیم . اگر  0kاگر  :kو نسبت Oدر تجانس به مرکز  – 21

تصویر  1kاگر  تصویر شکل...کوچکتر... می شود و آن را ...انقباض... می نامیم. 1kاگر  معکوس... می نامیم .

.. ...حفظ می کند.ط را خلت کلی شیب تجانس تبدیلی است که در حا شکل...بزرگتر... می شود و آن را ...انبساط... می نامیم.

 و اندازه زاویه را ...حفظ می کند... .

 ثابت کنید تجانس شیب خط را حفظ می کند. – 22

 حل:

 دو حالت زیر در نظر می گیریم دررا   kو نسبت تجانس  Oبه مرکز  Dتجانس 

روی  Bو  Aهای نقاطمجانس Bو A. نقاطباشد ABروی  Oحالتی که  ف( ال

BAاست پس خط ABخط  طخ رویAB .بوده و در نتیجه شیب خط تغییر نمی کند 

 نباشد. ABروی  Oب( حالتی که 

BAABk
OB

BO

OA

AO

OBkBO

OAkAO تالسعکس  














.

. 

 ثابت کنید تجانس اندازه زاویه را حفظ می کند. – 23

 حل:

 می دانیم تجانس شیب خط را حفظ می کند.

11 BBBOموربBAAB  ˆˆ, 

22 BBBOموربCBBC  ˆˆ, 

BBBBBB ˆˆˆˆˆˆ  2121 

nAAAضلعی  nاگر – 24  nAAAضلعی  nمجانس  21...  ضلعی با هم متشابهند. nباشند نشان دهید این دو  21...

 حل:

 ، اضلاع متناسب بوده و اندازه زوایا حفظ می شوند پس داریم:kدر تجانس با نسبت 

k
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AAkAAAAkAAAAkAA
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nnو      AAAAAA  ˆˆ,...,ˆˆ,ˆˆ
2211   

nAAAضلعی  nپس دو  nAAAو 21...  ، با هم متشابهند. 21...

یل وانند تبدتجانس می تدر چه شرایطی انتقال، دوران و ف کنید.آیا تبدیل همانی طولپاست؟ چرا؟تبدیل همانی را تعری – 25

 همانی باشند؟

 حل:

داشته باشیم:  Pاز صفحة  Aبه ازای هر نقطة را تبدیل همانی گوییم ، هرگاه  Tتبدیل   AAT  

 تصویر هر پاره خط بر خودش منطبق است. به عبارتی داریم:  زیرا  تبدیل همانی طولپاست

                                          ABBABBTBAATA  , 

 .ر خودش منطبق استاگر طول بردار انتقال برابر صفر باشد انتقال همانی است زیرا تصویر هر نقطه ب

 .اگر زاویة دوران برابر صفر باشد دوران همانی است زیرا تصویر هر نقطه بر خودش منطبق است

اگر نسبت تجانس برابریک باشد 1k تجانس همانی است زیرا تصویر هر نقطه بر خودش منطبق است. 

رت را در صو ابت تبدیلثدوران غیر همانی ، وتجانس غیر همانی ،نقاط در هر یک از تبدیل های ، انتقال غیر همانی ،  – 26

 وجود مشخص کنید.

 حل:   

جانس غیر ، و در ت یل استانتقال غیر همانی ، نقطة ثابت ندارد. در تبدیل دوران غیر همانی فقط مرکز دوران نقطة ثابت تبد

 فقط مرکز تجانس نقطة ثابت تبدیل است. همانی

... می کندنظ ط را ...حفخج( شیب  اندازه زاویه را ...حفظ می کند...ب(...دارد...  ی خاصیت طولپاالف(اب، تبدیل بازت – 27

 حفظ می کند... . حفظ نمی کند... . ه( مساحت شکل را ... د(جهت شکل را ...

.. .حفظ می کند.خط را .. شیب...دارد... ب(اندازه زاویه را ...حفظ می کند... ج(   ی، الف(خاصیت طولپایانتقالتبدیل  – 28

 حفظ می کند... . حفظ می کند... . ه( مساحت شکل را ... د(جهت شکل را ...

.. می کند.ن.حفظ خط را .. ...دارد... ب(اندازه زاویه را ...حفظ می کند... ج( شیب  ی، الف(خاصیت طولپایدورانتبدیل  – 29

 حفظ می کند... . را ...حفظ می کند... . ه( مساحت شکل  د(جهت شکل را ...

.. ...حفظ می کند.خط را  ...ندارد... ب(اندازه زاویه را ...حفظ می کند... ج( شیب  یتبدیل تجانس، الف(خاصیت طولپای –30

 حفظ نمی کند... . حفظ می کند... . ه( مساحت شکل را ... د(جهت شکل را ...

 



 فصل اول          دبیرستان شهید احمدی روشن        تهیه و تنظیم : حمید رضا کمالی خوشخلق 2هندسه 

30 

 

 کند.تجانس شیب خط را حفظ می، نشان دهید  Oو مرکز تجانس  kدر تجانسی با نسبت  -31

 حل:

 را در دو حالت زیر در نظر می گیریم  kو نسبت تجانس  Oبه مرکز  Dتجانس 

روی  Bو  Aهای نقاط مجانس Bو Aباشد. نقاط  ABروی  Oالف(  حالتی که 

BAاست پس خط  ABخط   روی  خطAB   بوده و در نتیجه شیب خط تغییر نمی

 کند.

 نباشد. ABروی  Oب( حالتی که 

BAABAABAOOAB

OOطرفياز

k
OB

BO

OA

AO

OBkBO

OAkAO




























11

21

ˆˆ

ˆˆ

.

.

 

 کند.تجانس زاویة بین خطوط را حفظ مینشان دهید ،  Oو مرکز تجانس  kدر تجانسی با نسبت  -32

 حل:

22 BBdموربBAAB  ˆˆ, 

11 BBdموربCBBC  ˆˆ, 

BBBBBB ˆˆˆˆˆˆ  2121 

 

 

 دایره - 33 ROC در هر حالت رسم  Mخارج این دایره مفروض است. مجانس این دایره را نسبت به نقطة  Mو نقطة  ,

 کنید.

پ(          2kب(             2kالف( 
2
1

k 

 حل: 

 

 

 

 

ABA

O

B

A

O

B

BA
1

2

1

1

2k A

A
o O

B

M

B

2k
B

A
o O

B

M

A

2
1
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B

A
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داریم که دور آن را حصار کشیده ایم. حال  ABCDEزمینی به شکل چند ضلعی  – 34

شتن محیط و ثابت نگه داشتن تعداد اضلاع چند ضلعی، بدون می خواهیم با ثابت نگه دا

اینکه اندازه حصار کشی تغییر کند مساحت زمین را افزایش دهیم. با استفاده از چه تبدیل 

 و چگونه این کار را انجام دهیم؟

 حل:

 می نامیم. Cا نسبت به این خط رسم کرده آن رار Cوصل می کنیم. بازتاب Dبه Bاز

است زیرا این نقاط بر خط بازتاب واقع هستند.  Dمانه Dو بازتاب Bهمان Bبازتاب

CBBCلپا است پسمی دانیم بازتاب طو   وCDDC    بنا براین محیطDECAB  

 برابر است اما مساحت آن بیشتر شده است. ABCDEبا  محیط 

 ة مستقیمیای که لبرودخانه خواهد برای برداشتن آب از خانه به ساحلمیمردی  – 35

ه قطام نکداز ان سمت رودخانه است. اوهمد سطل آب را به اسطبل ببردکه دربعو رفتهدارد

 د. ن باشاز ساحل آب بردارد که مسافتی که در مجموع طی می کند کمترین مقدار ممک

    حل: 

 ن مسیره تریاین مسئله را در دو قسمت حل می کنیم  در ابتدا روش به دست آوردن کوتا

 ه اثبات یکتابودن میسر می پردازیم.را بیان می کنیم و سپس ب

وصل  Bبه  Aمی نامیم، سپس از  Aبه دست آورده آن را dرا نسبت به Aابتدا بازتاب

همان نقطة مورد نظر  Mقطع می کند، نقطة  Mرا در نقطة  dخط BAمی کنیم. 

AAعمود منصف  dمی دانیم خط است. زیرا   : است و در نتیجهMAAM  :وداریم 

BAMBMAMBAMترین فاصلة بین دو نقطه است( )خط راست کم  

 Bرفته و سپس به  Nبه نقطه ای دیگر از ساحل مانند  Aاگر از اثبات یکتایی مسیر: 

لع ر دو ضول هموع طبا توجه به اینکه ))در هر مثلث مج برویم مسیر طولانی تر است زیرا

   :از ضلع سوم بزرگتر است(( می توان نوشت

MBAMMBMABANBNANBAN  
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یک نقطة نورانی باشد نشان دهید بازتاب شعاع نوری  Aیک آینة تخت و  dاگر  – 36

AM  از نقطةB  21می گذرد )به عبارتی نشان دهید که MM ˆˆ  .) 

 حل:

2131

11

23

90

MMMM

HMAAHM

AMMA

HH

HAAH

MM

ضلعيکووتر

ˆˆˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

 

 



















 

 

 

مطابق شکل مفروض اند. چگونه می  Bو  Aو نقاط ثابت  2dو  1dدو خط متقاطع  – 37

آغاز به حرکت کرده و پس از برخورد با دو خط  Aوان با طی کوتاه ترین مسیر از نقطة ت

1d  2وd  از نقطةB گذشت؟ 

 حل:

 ن مسیرتری وتاهاین مسئله را در دو قسمت حل می کنیم  در ابتدا روش به دست آوردن ک

 را بیان می کنیم و سپس به اثبات یکتابودن میسر می پردازیم.

 2Aاز  می نامیم. 2Aرا  2dنسبت به 1Aوقرینة  1A، نقطة  1dنسبت به خط  Aقرینة نقطة  

به  1Bمی نامیم. به همین ترتیب از   2d  ،1Bوصل می کنیم و نقطة برخورد آن را با  Bبه 

1A 1ن را با رخورد آوصل می کنیم و نقطة بd ،2B  می نامیم. ازA  2بهB  وصل می

BBABکنیم. ادعا می کنیم که مسیر مورد نظر   زیرا: است. 12









BABBBABBBABABA

BABBBABBABABBA

21121111211

111221122221     

BABBBABBBBAB

BA

21111122

11




     

 اثبات یکتایی:

 مسیر دیگری باشد داریم: AMNBاگر 

NAMNMAMNAMMAAM 111  

NBNANBMNAMNANA
NANA




221

21
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NBNAو طول مسیر دوم برابر  بوده  BA2بنابراین طول مسیر اول برابر  2  چون است  و

 2BNAضلع از ضلع سوم بیشتر است در مثلث در هر مثلث مجموع هر دو 

BANBNAداریم: 22   طولانی تر است.یعنی مسیر دوم از مسیر اول 

مطابق شکل در یک طرف رودخانه ای واقع اند. می خواهیم جاده  Bو  Aدو شهر  - 38

رودخانه ساخته شود .  کیلومتر از این جاده در ساحل 4بسازیم به طوریکه  Bبه  Aای از 

کوتاه ترین مسیر  ACDBمتر را در چه قسمتی از رودخانه بسازیم تا مسیر کیلو 4این 

 ممکن باشد.  

 حل:

BBکوتاه ترین مسیر باشد در این صورت اگرACDBفرض کنیم   کیلومتر   4 طول به را

BBACطول مسیر  =ACDBخانه رسم کنیم آنگاه :   طول مسیر موازات رودو به   

BDBCزیرا در چهار ضلعی     دو ضلعBB   وCD  موازی و مساوی اند پس متوازی

DBBCالاضلاع است در نتیجه    می توان نوشت:و 

BBAC   طول مسیر  


BBBCACDBCDACACDB
BCBB

 طول میسر 

وصل  Bبه  Aمی نامیم از Aرسم کرده آن را dرا نسبت به Aبنابراین بازتاب نقطة 

رسم  dکیلومتر در امتداد  4را به طول  CDقطع کند سپس  Cرا در dتا خط  می کنیم

 وصل می کنیم. Bبه Dمی کنیم و از 

BACاثبات یکتایی مسیر: برای اثبات یکتایی مسیر کافی است ثابت کنیم مسیر    کوتاه

رفته و سپس به  Nاز ساحل رودخانه مانند به نقطه ای دیگر Aین مسیر است. اگر از تر

B   :برویم مسیر طولانی تر است زیرا 

BCACBCCABABNNABNAN  

 Bبه  Aدر دو طرف رودخانه باشند و بخواهیم جاده ای از  Bو Aاگر دو شهر – 39

بر راستای رودخانه عمود باشد، محل احداث پل را کجا در  MNبسازیم به طوری که پل

 کوتاه ترین مسیر ممکن باشد؟  AMNBنظر بگیریم که مسیر 

 حل:

BB  به اندازة عرض رودخانه رسم می کنیم و  و مود بر راستای رودخانهرا در راستای ع

BAمطابق شکلوصل می کنیم  Bبه  Aاز    رودخانه را در نقطةM  .قطع می کند

DC
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MN  رودخانه رسم کرده ازرا عمود بر راستایN  بهB  وصل می کنیمAMNB  کوتاه

 ترین مسیر است. زیرا:

BMNBدر چهار ضلعی  ،BB  وMN عی موازی و مساوی یکدیگرند پس این چهار ضل

NBBMمتوازی الاضلاع است و در نتیجه   :در نتیجه داریم 

  BBBABBBMAMNBMNAMAMNB
BMBB




 طول مسیر 

 اثبات یکتایی مسیر:

BAPبا توجه با اینکه در مثلث  )مسیر دیگری باشد APQBاثبات یکتایی مسیر:    داریم

BABPAP   )می توان نوشت مطابق قسمت قبل: 

  BBBABBBPAPQBPQAPAPQB

BPBB




 طول مسیر 

توان بدون کم و زیاد کردن حصارها، مساحت زمین را هایی مطابق شکل حصارکشی شده است. چطور میدور زمین - 40

 افزایش داد؟

 

 

 حل:

را نسبت به این خط رسم کرده آن  Fوصل می کنیم. بازتاب Eبه Aاز(1درشکل)

Fرا  می نامیم. بازتابA همانA و بازتابE همانE  است زیرا این نقاط بر خط

FAAFب واقع هستند. می دانیم بازتاب طولپا است پسبازتا   وFEEF   به .

را نسبت به این خط رسم کرده آن  Cوصل می کنیم. بازتاب Dبه Bاز همین ترتیب 

CBBCاست. پس Dهمان Dو بازتاب Bهمان Bمی نامیم. بازتاب Cرا   و

CDDC  براین محیط بناFDECAB   با  محیطABCDEF  برابر است اما مساحت

 آن بیشتر شده است.

را نسبت به این خط رسم کرده آن  Cوصل می کنیم. بازتاب Dبه Bاز( 2در شکل ) 

است زیرا این نقاط بر خط  Dهمان Dو بازتاب Bهمان Bمی نامیم. بازتاب Cرا

CBBCبازتاب واقع هستند. پس   وCDDC  به همین ترتیب  ازD بهF  وصل

 Fمی نامیم. بازتاب Eرا نسبت به این خط رسم کرده آن را Eابمی کنیم. بازت

N
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EDDEاست. پس Dهمان Dو بازتاب Fهمان وEFFE   بنابراین محیط

FEDCAB   با  محیطABCDEF .برابر است اما مساحت آن بیشتر شده است 

مطابق شکل  Bو Aاسکلة 2اسکله بسازیم. جای  3ا ، هخواهیم کنار رودخانهمی - 41

ها هنگام ای از ساحل رودخانه بسازیم که قایقرا در چه نقطه Mمشخص است. اسکلة 

 ترین مسیر را طی کنند؟کوتاه MABMطی مسیر 

 حل:

وصل می کنیم  Aبه  Bمی نامیم از  Bرسم کرده آن را  dرا نسبت به  Bبازتاب 

BA   خطd  را در نقطةM   قطع می کندMABM :کوتاه ترین مسیر است. زیرا 

 BAABBMAMABBMAMABMABM
BM




 طول مسیر

رفته و سپس به  Nبه نقطه ای دیگر از ساحل رودخانه مانند Aاثبات یکتایی مسیر: اگر از 

B در مثلث  برویم مسیر طولانی تر است زیرا


BANداریمBABNAN   و  : 

MABMطول میسر ABBAABBNANABNBANNABN
BN




 رطول مسی

lوlوlدو ناموازی سه خط دوبه -42  5خطی به طول اند. پارهدر صفحه مفروض 

l، و موازی lوlمتر رسم کنید که دو سر آن روی سانتی  .باشد 

 حل: 

lو به موازت  5را با برداری به طول  lخط    تا  انتقال می دهیمl  ا در نقطه رA  قطع

lبه موازات  Aکند . از    رسم می کنیم تاl  را درB  ،قطع کندAB  پاره خط مورد

lبه موازات  ABاولاً  نظر است. زیرا   ًاست و ثانیا: 

5 MMABMABM متوازی الاضلاع
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CBA) مرکز ثقل آن( باشد و مثلث ABCهای مثلث محل برخورد میانه Gفرض کنید  -43   مجانس مثلثABC  در

و نسبت  Gتجانس به مرکز 
2
1

K .باشد 

CوBوAهای الف( جایگاه رأس   نسبت به مثلثABC کجاست؟ 

CBAب( مساحت مثلث    چه کسری از مساحتABC است؟ 

 حل: 

AAهای  میانه   وBB  وCC   .می دانیم میانه های هر مثلث یکدیگر را رسم می کنیم

 تقسیم می کنند یعنی داریم: 1به  2را به نسبت 

AGGAAGGAGAAG
2
1

2
12  

BGGB و به همین ترتیب داریم : 
2
1

  وCGGC
2
1

 

و نسبت  Gپس در تجانس به مرکز 
2
1

k  ،A  وB وC ب  مجانس نقاط به ترتی

A وB وC .و چون  هستند
2
1

k  است پس نسبت مساحت ها
4
12 k  .است 

  اثبات نسبت مساحت ها بر روش دوم: 

BCCB
BC

CA

CB

BA

BC

CA
BCCA

CB

BA
CBBA

تالسعکس  
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به همین ترتیب  
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CA  و در نتیجه دو مثلث


ABC  و


 CBA  متشابه بوده و نسبت تشابه برابر
2
است و در   1

نتیجه نسبت مساحت های این دو مثلث برابر 
4
1

 است. 
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