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  تابع
  

  
  

اي بين دو مجموعه است كه به هر عضو رابطه Bبه مجموعه Aيك تابع از مجموعه 
A دقيقاً يك عضو ازBاعضاي . دهدرا نسبت ميA و B توانند باشند مي ءهر شي

   .ناميمرا تابع حقيقي مي fتابع ℜ⊆Bو  ℜ⊆Aاما اگر 
 A  ، را دامنه تابعB  را هم دامنه آن و مجموعه( ){ }Axxf ∈  fرا برد تابع 

 .يميگو

  
BAfتابع حقيقي  :مثال }را كه در آن  :→ }54321 ,,,,=A و هر عضوازf  به صورت( )tt 2, 
   .باشد را در نظر بگيريدمي
  .را توصيف كنيد Bمجموعه ) الف
  .را با اعضايش مشخص كنيد fتابع ) ب
  را مشخص كنيد؟ fضابطه تابع) ج
NBاگر ) د = )N معرفي كاملي از تابع  ،)مجموعه اعداد طبيعي استf ا بنويسيدر.  

  :حل
}اي از اعداد حقيقي شامل مجموعه هر زير مجموعه Bمجموعه ) الف }108642   تواند باشدمي ,,,,
)به صورت  fاعضاي تابع) ب ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }10584634221 ,,,,,,,,,=f باشدمي.  
)ان به صورت تورا مي fضابطه تابع) ج ) xxf   .نوشت =2

)هايتوان به صورترا ميfتابع) د )⎩
⎨
⎧

=
→

xxf
NAf

2
}يا  : } { }

( )⎩
⎨
⎧

=
→

xxf
f

2
5432154321 ...,,,,,,,,,:   

و  fدامنه تابع  Aكنند توجه كنيد كه مجموعه طوركامل تابع فوق را معرفي مينوشت كه به
}، هم دامنه تابع و همچنين برد تابع مجموعه Nمجموعه  }108642   .باشدمي ,,,,

 Bبه  Aاز  gباشد و تابع و ميعض nداراي  Bعضو و مجموعه   mداراي  Aمجموعه :مثال
  .تعريف شده است

  .چند پيكان بايد وجود داشته باشد gدر نمودار ون مربوط به تابع) الف
nm را طوري رسم كنيد كهgنمودار ون تابع) ب <.  
nmرا طوري رسم كنيد كه gنمودار ون تابع) ج =.  
nmرا طوري رسم كنيد كه gنمودار ون تابع) د >.  

  :حل
 mقيقاً يك پيكان بايد خارج شده باشد بنابراين دقيقاً بايد د Aبا توجه به اينكه از هر عضو) الف

  .كشيده شودBبه  Aپيكان از 
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  :را چنين در نظر گرفتgتوانبه عنوان مثال مي .توان در نظر گرفتمي gشمار تابع برايبي) ب
  
  
  
  
  
  
  
  

هم دامنه }  تهران ، لندن،رياض، پاريس{ دامنه تابع و مجموعه} ايران ،انگليس فرانسه،{مجموعه 
  .باشندبرد تابع مي} پاريس، لندن، تهران{تابع و مجموعه 

  .را چنين در نظر گرفت gتوانمي) ج
              
                     

 
 
  

},Re,{عهمجمو AmirzaAliدامنه تابع و },,{ BRA هم دامنه تابع و مجموعه },{ RA     برد تابع
  .باشندمي
             :توان چنين در نظر گرفترا مي gتابع) د

                              
                             

  
 

  

  
},,,{ مجموعه هم دامنه و } نه اول و نه مركب، عدد مركب، عدد اول{دامنه تابع و مجموعه  8521

 .برد تابع هستند
BAgتابع  :مثال   :را طوري مشخص كنيد كه :→
  .نامتناهي باشد Bمتناهي و A) الف

  
  
  

  
  
  

  ايران
  انگليس
 فرانسه

A 

  تهران 
  لندن

  پاريس
 رياض

B

1  
2  
3 

1  
2  
3  
4  
M

A B

Ali 
Reza 
Amir 

A 

A 
R 
B 

B

  
  
  
  

1  
2  
5  
8 

A 

 عدداول
  

  عددمركب
 

 نه مركب نه اول و

B
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  .متناهي باشدBنامتناهي وA) ب
 
 
  
  
  
  .هر دو نامتناهي باشند Bو A )ج
  
  
  
  
  
  

325با ضابطه  fتابع) الف  :مثال
9

+= xy را رسم كنيد.  

]تابع ) ب ] ℜ→− 2020 ,:g  با ضابطه( ) 325
9

+= xxg را رسم كنيد.  
يكي باشد اما هم  gتوان به قسمي در نظر گرفت كه دامنه و ضابطه آن با تابع را مي hآيا تابع ) ج

  .باشد Zدامنه آن مجموعه
  : حل
شود نقطه مشخص مي 2اينكه نمودار ضابطه داده شده يك خط است و هر خط با  با توجه به) الف

  .نقطه از اين خط را يافته و خط را رسم كرد 2كافي است 
  : به عنوان مثال

( ) ( ) fyxfyx ∈−⇒=⇒−=∈⇒=⇒= 14101410320320 ,,,  
  .لذا شكل آن به صورت زير خواهد بود

  

 

  
  
  

1  
2  
3  
4  
M

A B
1  
2  
3  
4  
M

1  
2  
3  
4  
M

 

A B

1  
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2020ست كه در آن اfنموار اين تابع قسمتي از تابع) ب ≤≤− x . در واقع تابعg  را تحديد
  :ناميم و نمودار آن چنين استمي fتابع

  
  
)با توجه به اينكه ) ج ) 5

169325
91 =+=g  وZ∉5

  .توان يافتلذا چنين تابعي نمي  169
كدام مستطيل  1الاضلاع به ضلع  هاي قابل محاط شدن در مثلث متساويين مستطيلاز ب :مثال
  ترين مساحت را دارد؟ بيش
o30=CFD، داريم بگيريم xرا برابر  DCطبق شكل اگر  :حل xFCجا  و از آن) چرا؟( ˆ با  .=2
  :ي فيثاغورس داريم ه به رابطهتوج

xFDFDxxFDDCFC 32 222222 =⇒+=⇒+= )(  
                        

  
  
  
  

  

 
)ز رابطه لذا مساحت مستطيل فوق ا ) 321 xxS  : آيد و داريمبدست مي =−

8
3

4
13216

1
4
1322

132 222 +−−=−−−=−−= )(])[()( xxxxs   

2اما بيشترين مقدار عبارت  
4
132 )( −− x  4صفر است كه به ازاي

1
=x آيد و لذا به دست مي

8برابر  Sماكزيمم
34است و طول و عرض اين مستطيل برابر است با 3

13 =x  و  

2
1

4
12121 =−=− )(x  

D

A

C

F

EB xx21−
3x
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  :تمرين
)ي اگر رابطه - 1 ) ( ) ( ) ( ){ }baaf ,,,,,,, 313323   .را بيابيد bو  aتابع باشد =−−
2 - m  را طوري بيابيد كه رابطه( ) ( ) ( ) ( ){ }0141221 2 ,,,,,,, −−− mm تابع باشد. 
+=1ي نمودار ون مربوط به رابطه - 3 yx  را كه در آنx  وy ح هستند را رسم اعدادي صحي

 آيا اين رابطه تابع است؟. كنيد
}مجموعه  fدامنه تابع - 4 }21 ≤+= xxD f }به ازاي  fباشد و تابعمي : }1<xx : ،

( ) 0<xf و به ازاي سايرx ها( ) 0≥xfدامنه ،( ) ( )xfxg  .را بيابيد =
 :ي توابع زير را بيابيددامنه - 5

) الف
x
xy

+
−

= 1
) ب      1

x
xy

+

−
=

1
1  

) ج
1

1
−
+

=
x

xy      1) د
1
−
+

=
x

xy  

34) ه xxy ) و      =−
x

xy 21
3

−
+

=  
)) ز )12

2
1 −= xy log      ح (( )xy 2

3
1 loglog=  

loglog)() ط xy
3
)) ي      =12 )xy sinlog= 

ي شود كه با رابطهاستفاده مي Fو فارنهايت Cگرادگيري دما از واحدهاي سانتي اندازه براي - 6
325

9
+= CF ر دو واحد يك عدد را نشان به يكديگر وابسته هستند در چه دمايي ه

 دهد؟ مي
 :ه هر سه ويژگي زير را داشته باشدنمودار تابعي را رسم كنيد ك - 7

](دامنه آن بازه ) الف 31   .باشد  −,
)[برد آن بازه ) ب 41   .باشد ,
  .يك به يك نباشد) ج

tthك جسمي كه به بالا پرتاب شده است از رابطه ارتفاع ي - 8 205 2 آيد كه در به دست مي =−+
 .ارتفاع جسم بر حسب متر است hزمان طي شده پس از پرتاب جسم بر حسب ثانيه و  tآن 

  رد؟نيه جسم در چه ارتفاعي قرار داپس از يك ثا) الف     
  رود؟اعي بالا ميجسم تا چه ارتف) ب     
  كند؟زماني جسم به زمين برخورد ميپس از چه ) ج     
  متر بيشتر است؟ 15ارتفاع جسم از  ي زمانيدر چه بازه )د     
 متر است؟ 10ني ارتفاع جسم حداكثر ي زمادر چه بازه) ه     

2به ازاي هر  fاگر تابع - 9
1

≥x 121ي در رابطه
−=

− x
x

xf صدق كند دامنه و برد تابع را  )(
 .بيابيد
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1512اگر   -10
−=

+ x
x

xf )(  ،( )4f را بيابيد. 

121اگر   -11
−=

− x
x

xf  .را بيابيد fتابع ي ضابطه )(

2اگر   -12
2 11

x
x

x
xf +=+  .را بيابيد fتابع  ي ضابطه )(

واحد بيشتر است اگر حاصل ضرب آن دو عدد مينيمم باشد دو  6دو برابر عددي از عدد ديگر   -13
 .عدد را بيابيد

دو ضلع از مستطيلي منطبق بر جهت مثبت محورهاي مختصات بوده و رأس چهارم آن بر   -14
93خط به معادله  +−= xy باشد بيشترين مساحت ممكن اين مستطيل چقدر است؟واقع مي 

 .متر است ابعاد آن را چنان بيابيد كه مساحت آن ماكزيمم شود 200محيط مستطيلي   -15
 .متر مربع است ابعاد آن را به قسمي بيابيد كه محيط آن مينيمم شود 64مساحت مستطيلي   -16
ق و دو رأس آن روي منحني تابع بها منطxهايي كه يك ضلع آن بر محوراز بين مستطيل  -17

26 xy  بيشترين محيط را دارد؟ مستطيل قرار دارد كدام) y<0با شرط( =−
xyها واقع است بر منحني بر محور طول 4به طول  Aنقطه   -18 اي را بيابيد كه  قطهن =3

 .ترين مقدار ممكن باشد كمAاش از فاصله
122كوتاهترين فاصله مبدأ مختصات از منحني به معادله   -19 −= xy چقدر است؟ 
است بيشترين مساحت را چه  12از بين مثلثهايي كه مجموع طول قاعده و ارتفاع وارد بر آن   -20

 ؟مثلثي دارد
است كدام مستطيل كمترين طول قطر را  kهايي كه محيط آن مقدار ثابت از بين مستطيل  -21

 دارد؟
متر در حاشيه يك دريا  2400بيشترين مساحت مستطيلي كه به وسيله يك طناب به طول   -22

 ).دن نداردضلع مجاور به دريا نيازي به محصور كر( توان محصور كرد چند متر مربع است مي
است كدام استوانه  kها عدد ثابت هايي كه مجموع ارتفاع و شعاع قاعده آناز بين استوانه  -23

 بيشترين سطح جانبي را دارد؟
واحد است كدام  6الزاويه كه مجموع يك ضلع زاويه قائمه و وتر آن برابر هاي قائماز بين مثلث  -24

 .بيشترين مساحت را دارد
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  :در صورتي مساويند كه هردو شرط زير برقرار باشد g و fدوتابع 
  .دامنه دو تابع با هم برابر باشند) الف
)ها داشته باشيم به ازاي هر عضو از دامنه آن) ب ) ( )xgxf =.  

  
)توابع  :مثال ) ( ) ( ){ }195743 −= ,,,,,g  و( ) ( ) ( ){ }591743 ,,,,, −=f را در نظر بگيريد.  

  .آيا اين دو تابع با هم مساويند
}دامنه اين دو تابع مجموعه  :حل }973 ) .است كه با هم مساوي است ,, ) 17 −=f ولي 

( ) 57 =g پس دو تابع با هم مساوي نيستند.  

 عتواب :مثال
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

ℜ→

13 3xxf

Af )و  : ) ( ) ( ){ }⎩
⎨
⎧

=
ℜ→

cabag
Ag

,,,,,
:

و  a ،b. را در نظر بگيريد 21

c طوري بيابيد كه دو تابع با هم مساوي باشند را.  
)و  fD∈1لذا بايد  gD∈1چون   :حل ) 41 =f  پس بايد( ) 41 =g  4يعني=a . چنين هم

( ) 2=bg  و از حل معادله( ) 2=xf 3شود كه نتيجه مي 3
1

=x  3لذا 3
1

=b. هاي با استدلال

)و چون  fD∈4و در نتيجه بايد   gD∈4مشابه ) 1934 =f  لذا( ) 1934 =g  193يعني=c .

)به صورت   gتابع  پس ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= 193423
141 3 ,),,(,,)(xg  بوده وA  نيز چنين

:است
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= 4
3
11 3 ,,A.  

)توابع  :مثال ) xxxf 22 cossin )و  =+ ) 1=xg  با هم برابرند دقت كنيد كه دامنه هر دو تابع
  .است ℜمجموعه 

)آيا توابع  :مثال ) 2xxf )و  = ) xxg   با هم مساويند؟ =
 .مقادير دو تابع برابر نيست x>0ه اعداد حقيقي است اما به ازاي هر دامنه هر دو تابع مجموع :حل
)مثلاً  ) ( ) 52555 2 ==−=−f،  ولي( ) 55 −=−g.  
)آيا توابع  :مثال ) xxf tan=  و( )

x
xg

cot
1

  ؟با هم برابرند =

Zkkxبه ازاي هر xtanدانيد كه مي :حل ∈+= ,2
ππ  تعريف نشده است يعني اين نقاط در

  .قرار ندارند fدامنه تابع 
Zkkxبه ازاي هر  xcotاما  ∈= ,π تعريف نشده و به ازاي هرZkkx ∈+= ,2

ππ  صفر

Zkkxاين نقاط يعني نقاط به طول شود لذا مجموعه مي ∈= ,2
π  عضو دامنه تابعg باشدنمي .
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)به عنوان مثال  .بنابراين دامنه اين دو تابع برابر نيست )0f تعريف شده و برابر صفر است اما تابعg 
  . تعريف نشده است x=0به ازاي 
)به طور مشابه با مثال قبل توابع  :مثال ) 2xxf log=  و( ) xxg log2=  با هم برابر نيستند زيرا

}مجموعه  gاست ولي دامنه تابع  R−0{}مجموعه  fدامنه تابع }0>xx باشد كه برابر مي
  .نيستند
  .باهم برابر باشند gو  f را طوري بيابيد كه توابع Lو  M :مثال

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−=

2
22

1

xM

x
xxg  و( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
−=

−≠
−
+

=
25

2
224

2
2

x
xL

x
x
x

xf

,

  

)منه هر دو تابع مجموعه اعداد حقيقي است و اولاً دا :حل ) Mg )و2= ) 52 =f 5 بنابراين=M.  
)چنين هم ) Lf =− )و   2 ) 4

12
−

=−g  4لذا
1

−=L .22 توجه كنيد كه اگر −≠≠ xx -آن ,

  :هگا
( ) ( )( ) 2

1
22

2
4

2
2 −

=
+−

+
=

−
+

=
xxx

x
x
xxf    

)آورد وساده كردن اشكالي را به وجود نمي ،x≠−2چون  ) 2
1
−

=
x

xg،  يعني به ازاي هر

22 −≠≠ xx 4و  M=5نيز اين دو تابع با هم برابرند و لذا با قرار دادن  ,
1

−=L  دو تابعf  و
g با هم مساوي خواهند شد.  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   :تمرين
 تحقيق كنيد آيا هر جفت از توابع داده شده با هم مساويند يا خير و چرا؟ - 1

  ( ) ( )
3

3 3

−
−

=
x
xxg     و  ( ) ( )

( )3
3 2

−
−

=
x
xxf )الف  

    ( ) xxg cos=               و     ( ) xxf 21 sin−= )ب  

( )
x

xxxg −
=

2
)           و     ) 1−= xxf  )ج  

( )
x

xxxg
34 +

)و        = ) 012 ≠+= xxxf  )د  
( ) xxxg )و                       =+− ) 2xxf   ه( =−
( ) 12 −= xxg          و( ) 11 +−= xxxf   و( .
( ) xxg )          و       = ) ( )2xxf   ز(  =
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21 xxg xxxf  و            )(=− +−= 11   ح(  )(.

x
xxxg
−
+

= 5
         و     )(1

x
xxxf

−
+

= 5
23

  ط(  )(

  
x

xxg 2
21

tan
tan)( +

xxf                و           = 21 cot)(   ي( =+
 كدام تابع با بقيه مساوي نيست؟ - 2

3
2

3
2

3
2

3
2

−−
−

=
−−
−

=
+
−

=
+
−

=
x

xy
x

xy
x

xy
x

xy ,,, 

)اگر توابع - 3 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−≠
+
−

=
1
11

12

xK

x
x
x

xf   و( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−

=
0

0
2

xL

x
x

xx
xg  با هم برابر

 .را بيابيد Lو  Kباشند مقدار
  
 

  ايتوابع چند ضابطه
  

  

شوند هاي مختلف تعريف ميهاي مختلف دامنه آن با ضابطهتوابعي كه در بخش 
 .نامنداي ميتوابع چند ضابطه

  
مشتركين مورد  ...ي آب، برق، گاز، تلفن و  هزينه ي جهت محاسبه ها امروزه توابعي كه در سازمان

  .باشداي ميبه صورت توابع چند ضابطه گيردمحاسبه قرار مي
  
  
  

اي جهت جذب مشتري اعلام كرده است كه به مشترياني كه مبلغ يك مغازه زنجيره :مثال
تومان  100000و مشترياني كه مبلغ خريدشان حداقل % 5تومان باشد  20000خريدشان حداقل 

  .دهد تابع فوق را مشخص كنيدتخفيف مي% 10باشد 
)را مبلغ خريد مشتري و  x :حل )xfy را مبلغي كه مشتري بايد بپردازد در نظر بگيريد  =

  خواهيم داشت 

                 ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<<
=

10000090
10000020000950

200000

xx
xx

xx
xf

/
/  

 8گيرد جهت ارفاق به دانشجويان خود، نمره دانشجوياني كه كمتر از مدرسي تصميم مي :مثال
26است را از فرمول  x

3اند را از فرمول گرفته 20تا  8ودانشجوياني كه نمره  +
10

6
5

+x  محاسبه
  .كند
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   .تابع را مشخص كنيد و دامنه و برد آن را بيابيد) الف
  گرفته باشد نمره نهايي او چقدر است؟ 11اگر دانشجويي در امتحان نمره ) ب

)نمره برگه دانشجو و  را x :حل )xfy   :را نمره نهايي او در نظر بگيريد خواهيم داشت =

                 ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤+

<≤+
=

2083
10

6
5

8026

xx

xx

xf  

]يعني  20بديهي است دامنه تابع يعني نمراتي كه دانشجو گرفته است از صفر تا  ]200  .باشدمي ,
  :آيدثبت خواهد كرد چنين به دست مي اما برد آن يعني نمراتي كه مدرس

1026642080 <+≤→<≤⇒≤≤
xxx     

203
10

6
5106

100
6
5

6
40208 ≤+≤→≤≤⇒≤≤ xxx  

]ا نمرات نهايي مجموعه ييعني برد تابع  ]206   .باشدمي ,
 ،گرفته است بايد از ضابطه دوم استفاده كرد 11براي محاسبه نمره نهايي دانشجويي كه نمره ) ب

  :يعني
        5126

95
3
10116

5   نمره نهايي =×+==/
  اي زير را در نظر بگيريدتابع چند ضابطه :مثال

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤≤−

−<
=

224
225

22

xx
x

xx
xg  

  .دامنه و برد تابع را مشخص كنيد) الف
)مقدار ) ب )( )3−gg را بيابيد..  

  .وضوح مجموعه اعداد حقيقي استه دامنه ب )الف :حل
  كنيم كه براي محاسبه برد آن ملاحظه مي

( )
( )

( )
( ) ( )∞+∞−=⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

<⇒<−⇒−<−⇒>
=⇒≤≤−

>⇒>⇒−<
,, 40

0024422
522

442 2

UgR
xgxxx

xgx
xgxx

  

  )ب
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1492493933 2 −=×−==−⇒=−=− gggg  

  .به شكل زير است ضابطه آن را مشخص كنيد  fنمودار تابع  :مثال
  
  

-1 

1
-1 -2 

1 2 
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)آن گاه  x≥−2واضح است كه اگر  :حل ) 1=xf  2و اگر≥x ه آن گا( ) 1−=xf  ا به ازايام
11 ≤≤− x از آن مثلاً نقاط  نمودار تابع خطي است لذا با داشتن دو نقطه( )و  −,12( )00 توان مي ,

2شيب خط برابر است با . معادله آن را به دست آورد
1

02
01

−=
−−
ه آن به صورت و معادل −

( )02
10 −−=− xy  ياxy 2

1
fاست لذا ضابطه تابع =−   به صورت 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−

≤≤−−

−<

=

21
222

1
21

x

xx

x

xf  

)توان به صورت باشد توجه كنيد كه اين تابع را ميمي ) )( 224
1

+−−= xxxf نيز نوشت. 
  چرا؟

  
 

  :تمرين

)تابع  - 1 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

=
01
00
01

x
x
x

xsgn )اي است نمودار آن را رسم يك تابع چند ضابطه) تابع علامت

 .كنيد و دامنه و برد آن را بيابيد

)اي تابع چند ضابطه - 2 )
x
xxf  .را رسم كنيد و دامنه و برد آن را بيابيد =

)تابع  - 3 )
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Qx
Qx

xD 0
را بيابيد  دامنه و برد اين تابع .به تابع ديريكله معروف است  1

)و مقادير  ))( 2DD  و( )( )4−DD محاسبه كنيد. 

)تابع  - 4 ) 01
0

≥
⎩
⎨
⎧

≥
<

= c
ct
ct

tuc )تابع  .اي واحد گويندرا تابع پله  , )tu3 را رسم كنيد. 

)اي  تابع چند ضابطه - 5 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<−
= 2

212
xx

xx
xf

,

بيابيد آن را  را رسم كنيد و دامنه و برد,

)سپس مقادير  )3−f  و( )( )3−ff را بيابيد. 

ℜ→Nfتابع  - 6 )با ضابطه : )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈
−

∈−
=

Onn

Enn

xf

2
1

مفروض است برد تابع را   2

 .)باشند ج و فرد ميهاي اعداد طبيعي زو به ترتيب مجموعه Oو  E( .بيابيد
)هاي متفاوت تابع ضابطه - 7 ) 1−+= xxxf  را بيابيد و سپس آن را رسم كنيد. 
 :كندمشتركين خود را چنين محاسبه مي ، هزينه مصرف انرژي توسطيك شركت خصوصي - 8
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  .ريال 2500واحد، قيمت به ازاي هر واحد  20مصرف تا           
  .ريال 5000واحد، قيمت هر واحد اضافي به ازاي هر واحد  200تا  20مازاد مصرف از           
  .ريال 7500واحد، قيمت هر واحد اضافي به ازاي هر واحد  1000تا  200مازاد مصرف از           
  .ريال 20000به بالا، قيمت هر واحد اضافي به ازاي هر واحد  1000مازاد مصرف از           

  .هزينه مشتركين را بنويسيدتابع مربوط به  )الف     
  واحد مصرف كرده باشد مبلغ قابل پرداخت او چقدر است؟ 1050اگر مشتركي ) ب     

  
  

  معادلات و توابع
  

داشته باشيم  yتنها يك  xهستند اگر به ازاي هر yو  xهايي كه شامل در رابطه 
 yويژه اگر بتوانكند بهتابعي را مشخص مي xاين رابطه نسبت به متغير مستقل

)اي به فرم محاسبه كرد اگر به رابطه xحسب  را بر )xfy همواره صفر  y كه =±
تابع است اگر  fكند به عبارت ديگررابطه فوق تابعي را مشخص نمي ؛نباشد، برسيم

 :و تنها اگر بتوان نشان داد

( ) ( ) 2121 xxxfxf =⇒=   
  يا به طور معادل

( ) ( ) 2121 xxxfxf ≠⇒≠ 
  

  اند يا خير؟بررسي كنيد روابط زير تابع :مثال
132 )الف =− xy      1222) ب −=−+ yyx  
223) ج =+ xy      0) د=+ yx  

  : حل
  :داريم )الف

33232 111 xyxyxy +±=⇒+=⇒=−   
لذا اين رابطه .  y=±1داريم  x=0مثلاً اگر  .داريم yبيش از يك  x<−1يعني به ازاي هر 

)البته تنها ذكر اين مطلب كه هر دو نقطه  .يك تابع نيست يمشخص كننده )10 )و  , )10 −, 
  .باشدفوق تابع نمي ياين است كه رابطه يروي نمودار اين رابطه قرار دارد نشان دهنده

  :اريمد )ب

 ( ) ( )
22

222222

11
10112

xyxy

xyyxyyx

−±=⇒−±=−⇒

−=−⇒=−+⇒−=−+  
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باشد يعني در اين رابطه تنها يك مي تواند اختيار كند كه خروجي آنتنها مقدار صفر را مي xاما 
)تنها زوج مرتب  )10   .است xتابعي از yكند لذا صدق مي ,

  :داريم) ج
 3 22323 222 xyxyxy −=⇒−=⇒=+   

است براي اثبات اين  xتابعي از  yمنحصر به فردي وجود دارد يعني  x، y يعني به ازاي هر
  :توان نوشتمطلب مي

213 2
23 2

1
2
2

2
1

2
2

2
121 2222 yyxxxxxxxx =⇒−=−⇒−=−⇒=⇒=  

  :ريمدا )د
 ( ) 00 ≤−±=⇒−=⇒=+ xxyxyyx ,  

) يتنها نقطه ،x=0اگر  .كنداي در رابطه صدق نميهيچ نقطه ،x<0يعني اگر )00 را مشخص ,
مثلاً اگر   .نيست xتابعي از yلذا  ؛شودنظير مي yدو  ،xبه ازاي هر  ،x>0كند اما اگر مي

1−=x  1داريم±=y.   يعني دو نقطه( )و  −,11( )11 −− بعي كند لذا اين رابطه تارا مشخص مي ,
 چرا؟ .كندرا مشخص مي yحسب  بر xاما اين رابطه يك تابع  .كندمشخص نمي xرا نسبت به 

  
 :تمرين

 تابع هستند يا خير؟ xتحقيق كنيد روابط زير نسبت به متغير مستقل  - 1
177) الف =+ yx      422) ب =+ yx  
066) پ =+ yx      243) ت =+ yx  

xy) ث +=2) ج        = yx  

2xy) چ yx) ح      = =  

044) خ 22 =+− yxyx    011) د =++− xy  

123) ذ += xy      02) ر =+ yx  

xyy) ز 33 xyy) س      −= 22 =+  

xxy) ش 33 122) ص      =− +=− xyy  

0532) ض =−++ xyx    1222) ط ++= yyx  
02) ظ =−+ yxxy    0122 )ع 2 =+−++ xyx       

 ؟تابع هستند يا خير yنسبت به متغير مستقل ) 1(تحقيق كنيد روابط داده شده در تمرين  - 2
13اگر رابطه  - 3 −= xy   آن را مشخص كنيد ،تابع باشد. 
 ستند يا خير؟هاي داده شده نمايش دهنده تابع هتحقيق كنيد آيا ضابطه - 4

)) الف ) 122 +=+ xxf.  
)) ب ) 12 22 +=− xxf.  
11) ج +=− xxf )(. 
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  fبا استفاده از نمودار تابع  fرسم نمودار توابع وابسته به 

  
  
  
  

)نمودار تابع ) 1(  ) ( ) axfxg )ر تابع همان نمودا  =+ )xf  است كهa  واحد در
و  y انتقال در جهت مثبت محور  a<0اگر( .ها منتقل شده استy امتداد محور

 ).باشدانتقال در جهت منفي  مي a>0اگر
  

)توجه كنيد اگر  ) fyx ∈00 )يعني  , )00 xfy )آن گاه  = ) ( ) ayaxfxg +=+= يا  000
( ) gayx ∈+00   .ها منتقل شده استyواحد به موازات محور aيعني نقطه به اندازه  ,

 
)نمودار تابع ) 2(  ) ( )axfxh واحد در امتداد  aاست كه fهمان نمودار تابع  =+

 a>0انتقال در جهت منفي محور و اگر  a<0اگر( .منتقل شده استها x محور
 ).شدباانتقال در جهت مثبت مي

  
)توجه كنيد كه اگر  ) fyx ∈00 )يعني  , )00 xfy   :گاهآن =

( ) ( ) ( ) 0000 yxfaaxfaxh ==+−=−  
)يا  ) hyax ∈− 00   .ها منتقل شده استxموازات محورواحد به  aيعني نقطه به اندازه  .,
 

) نمودار تابع) 3(  ) ( )xfaxk )با كشيدن نمودار تابع   = )xfy در امتداد  =
رخ  aها و با ضريب y،  انبساط در امتداد محور a<1اگر (آيد ها به دست ميyمحور
10دهد و اگر مي << a انقباض و در امتداد محور ،yها و با ضريبa دهد و اگر رخ مي

0<a  براي بدست آوردن نمودار تابع( )xky نسبت به  fابتدا قرينه نمودار =
)ها يعني نموار تابعxمحور )xfy كنيم سپس نمودار جديد را با را رسم مي =−

−<1بسته به اينكه (منبسط يا منقبض  −aضريب  a  10يا <−< a (كنيممي. 
  

)توجه كنيد اگر  ) fyx ∈00 )يعني  , )00 xfy )آن گاه  = ) ( ) 000 ayxfaxk  يعني ==
( ) kayx ∈00   .يد نكته گفته شده استوكه م ,

  
 

)نمودار تابع ) 4(  ) ( ) 0〉= aaxfxt )با كشيدن نمودار تابع   , )xfy در امتداد  =
با ضريب  fنمودار  a<1اگر. (آيدها به دست ميx محور

a
، منقبض شده و اگر 1

10 << a نمودارf با ضريب
a
 ).منبسط خواهد شد 1
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)توجه كنيد كه اگر  ) fyx ∈00 )يعني  , )00 xfy ) گاهآن = ) yxf
a
x

af
a
x

t ==×= 0
00 )()(  

tyيعني 
a
x

∈),( 0
  .كنديد ميايكه نكات گفته شده را ت 0

 

)براي رسم نمودار تابع ) 5(  ) ( )axfxM كه نمودار با توجه به آن a>0كه در آن   =
) تابع ) ( )xfxl )قرينه نمودار تابع  =− )xfy ها است براي y نسبت به محور =

)رسم تابع  ) ( ) 0<= aaxfxM )توان نمودار تابع ابتدا مي , ) ( )axfxN را  =−
)كه  Mرسم نمود سپس نمودار تابع  ،بيان شد )4(در چه مانند آن ) ( )xNxM −= 

 .ها رسم كردy نسبت به محور Nباشد را با رسم قرينه نمودار تابعمي
  

)توجه كنيد كه اگر  ) fyx ∈00 )يعني  , )00 xfy   :گاهآن =
( ) ( ) ( ) 0000 yxfxfxl ==−−=− )(  

)يعني  ) lyx ∈− 00 )نقطه  يكه قرينه , )00 yx   .ها استyنسبت به محور ,
 

)براي رسم نمودار تابع ) 6(  ) dcbxafxp ++=   :دهيممراحل زير را انجام مي )(
با ضريب را  fنمودار )4(مطابق مرحله  b<0اگر ) الف

b
در امتداد محور ط انقباض  1

  b>0دهيم و اگر يا انبساط   مي
)در اين حالت نمودار . (كنيمعمل مي) 5(مطابق مرحله  )bxfy   ).شودحاصل مي =

 نموار بدست آمده در مرحله قبل را به اندازه 2با توجه به مرحله ) ب
b
c  در راستاي

ها و در جهت مخالف علامت xمحور
b
c  در اين حالت نمودار تابع (انتقال دارد

( )cbxfy   .شودحاصل مي =+
 .داد نمودار به دست آمده در مرحله قبل را انبساط يا انقباض 3با توجه به مرحل ) ج
)در اين مرحله نمودار تابع . aبا ضريب( )cbxafy   ).آيدبدست م =+
واحد در  dنمودار به دست آمده در مرحله قبل را به اندازه  1با توجه به مرحله ) د

  دهيم ها  انتقال ميy جهت محور
)اين مرحله نموار تابع در ( ) dcbxafy )كه همان =++ )xpy است به دست  =

  ).آيدمي
مرحله نظير  d=0يا   c=0يا    b=1يا  a=1قابل ذكر است كه در اين مرحله اگر 

  .قابل حذف است داده شده
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)توجه كنيد كه اگر  ) fyx ∈00 )يعني  , )0xfy   :گاهآن =
( ) daydxfadc

b
cx

bfa
b

cx
p +=+=++

−
=

−
00

00 ))(()(   
  لذا

 pdya
b

cx
dya

b
c

b
x

∈+
−

=+− ),(),( 0
0

0
0   

  .يد مطالب فوق استوكه م
)فرض كنيد   :مثال ) fA   .ديتوابع زير مشخص كنرا بر روي  Aنقطه نظير  ،,32∋
) )الف ) ( ) 1+= xfxg  ب( ( ) ( )1+= xfxh   
)) ج ) ( )xfxk ) )د  =23 ) ( )12 += xfxl   
) )هـ ) ( )xfxt −−= ) )و 4 ) ( ) 1123 +−= xfxp 

  :حل
))الف ) g∈42 ) )ب      , ) h∈31 ))ج        , ) k∈91 ,  
) )د ) l∈61 ) )هـ      , ) t∈−− 122 ),(∋p )و  , 102

3 

)فرض كنيد نمودار تابع   :مثال )xfy =  مطلوب است رسم نمودار توابع .باشد زيربه صورت   
g،h،k،t،l وp كه در مثال قبل معرفي شدند.  
  
  

  :داريم :حل
  )ب          )الف

  
                  

                                                                                   
  
  ) د          )ج
  
  
  
  
  
)  تابع توجه كنيد كه نمودار )هـ )xfy         :است زير صورت به =−

    
  
  

1 

1 

3 

1
1
2

3
( )xgy = 

1
2

( )xhy = 
1 - 

-1 -3 

1 

( )xly = 
2 1- 

2 

2
1

2
3 1

3

( )xky = 
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)و با توجه به آن نمودار  )xty   :به صورت زير است =
   

  
     

 
   

  
  :كنيمبه صورت زير عمل مي 6العمل رمطابق دستو pبراي رسم نمودار تابع) و

)نمودار ) ي الفمرحله )xfy 2=.  
  
  
  
  

  

)انتقال ) ي بمرحله )xfy 2به اندازه  =2
1

  .هاxجهت محور  در +
  
  
  
  
  

  

)انبساط نمودار ) ي جمرحله )xfy   .هاyدر امتداد محور  3 با ضريب =2
  
  
  
  
  
  

)انتقال ) د(مرحله  )123 −= xfy واحد در جهت محور  به اندازه يكyها.  
  
 
  
  
  
  
  

( )xty = 
-4 

-3 -1 

2
1

4
31 

1 

)نمودار )xfy 2= 

2
1 1 

1 

2 

)نمودار )12 −= xfy 

3 

2
1 1 2 

)نمودار   )123 −= xfy 

1 

4 

2
1 1 2 

( )xpy = 
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)اگر نمودار تابع  :مثال )xfy   .به شكل زير باشد =

  
)نمودار تابع  )xfy   .ديرا رسم كن =−2
)ابتدا نمودار تابع  4و سپس  5ورالعمل مطابق دست )xfy   :ميكنرا رسم مي =2

  
)بنابراين نمودار  )xfy   :باشدمي به صورت =−2

  
)اگر نمودار تابع  :مثال )xfy  ها آن ي را رسم كنيد و دامنه زير ابعوباشد نمودار تزير  به صورت =

  .درا مشخص كني
)) الف )xfy )) ب    =3 )xfy )) ج    =−3 )13 +−= xfy  
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  .شده مراحل زير را خواهيم داشت هاي گفتهبا توجه به دستورالعمل :حل
)نمودار ) الف )xfy 3=    

  
],[ بازهي اين تابع با توجه به شكل  دامنه 3

2
3
1

  .است −
)نمودار ) ب )xfy 3−=  

  
],[ بازهي اين تابع با توجه به شكل  دامنه 3

1
3
2

  .است −
)نمودار ) ج )13 +−= xfy  

  
],[بازه ي اين تابع با توجه به شكل  دامنه 3

2
3
5

  .است −−
  

 :تمرين
)اگر نمودار تابع  - 1 )xfy  .نمودار توابع زير را رسم كنيد ،باشدزير به صورت  =

  
  
  -2 

2

3
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)) الف ) 1−= xfy    ب (( )xfy )) ج      =− )xfy 32=  
)) د )xfy )) هـ    =− )123 += xfy    22) و += )( xfy  

)اگر نمودار تابع  - 2 )xfy =  .نمودار توابع زير را رسم كنيد ،باشدزير به صورت  

 
)) الف )1−= xfy    ب ()( 22 xfy )) ج    =− )xfy 32−=    
)) د )xfy 32 )) هـ    =− )xfy 32 )) و    =−− ) 112 +−−= xfy 

)اگر نمودار تابع  - 3 )2+= xfy  .نمودار توابع زير را رسم كنيد، باشد زيربه صورت   

 
) )الف )xfy )) ب    = )2−= xfy    ج ()( 12

1
+−= xfy    

)) د )xfy )) هـ    = )xfy )() و      = xfy −= 

)اگر  - 4 ) ( ) ( ){ }435221 −= ,,,,,f  مطلوب است تعيين تابع)( 123 −=
xfy. 

)(اگر دامنه و برد تابع  - 5 23 xfy ]هاي به ترتيب بازه = ) [ )2114 ,,, باشند دامنه و برد  −−
 .توابع زير را بيابيد

)) الف )xfy )) ب      = )xfy 31 −−= 
)برد تابع  - 6 ) 3132 +−−= xfy  بازة( ]13  .را بيابيد fبرد تابع  .است −,

] اگر - 7 ]32 ,−=fD  و( )24 ,−=fR 322دامنه و برد تابع ، باشد
12 ++−= )( xfy  را

 .بيابيد
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  اعمال جبري روي توابع
  

fgبراي دو تابع gfتابع  , gfروي + DD ∩ در  xشود و براي هر مقدار تعريف مي  
gf DD )داريم∩ )( ) ( ) ( )xgxfxgf gfبه طور مشابه توابع +=+ gfو− gfنيز روي . DD ∩ 

gfشود و به ازاي هر تعريف مي DDx ∩∈   :داريم  
( )( ) ( ) ( )xgxfxgf −=−  
( )( ) ( ) ( )xgxfxgf .. =  

و تابع 
g
f  نيز به ازاي( ){ }0=−∩∈ xgxDDx gf در اين  xشود و به ازاي هر عدد تعريف مي  

  :ريممجموعه دا
( ) ( )

( )xg
xfx

g
f

=)(  

در مرحله اول دروس مورد  .مرحله آزمون گرفته است 2آموزان علي تاكنون از دانش مدرسه :مثال
: و دروس آزمون مرحله دوم  عبارتند از تهندسه، فيزيك، شيمي، ادبيا ،حسابان :از آزمون عبارتند

  :نمرات علي بر حسب درصد چنين است .زبان انگليسي و تحسابان، جبر و احتمال، فيزيك، ادبيا
  مرحله اولf=})حسابان ,  70(,) هندسه , 56(,) فيزيك , 68(,) شيمي, 79(,) ادبيات,  85({

 مرحله دومg= })حسابان, 74(, )جبرواحتمال, 56( ,)فيزيك, 68(, )ادبيات, 79(, )انگليسيزبان , 85({
مرحله اول را بنويسيم اين تابع تنها براي  زگر تابع مربوط به اختلاف نمرات مرحله دوم اا :حل

  :يعني ،اندمعني است كه در هر دو آزمون مورد سنجش واقع شده دروسي با
−=}) حسابان , 4( , )فيزيك  , 0 (,) ادبيات  , -6({ fg 

بدون تغيير و در فيزيك در درس حسابان پيشرفت، در و با مشاهده اين تابع مشخص است كه وي 
  .دچار افت شده استادبيات 
)فرض كنيد  :مثال ) 52 += xxf  و( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }23152045031 ,,,/,,,,,, −−−=g 
gfتوابع  +، gf −،fg −،gf .، 

g
f  و

f
g را مشخص كنيد.  

}مجموعه  gو دامنه تابع  ℜ، مجموعه fدامنه تابع  :حل }352401 ,/,,, لذا دامنه  .است −−
gfتوابع  gfو  + fgو  − gfو −  مجموعه حاصل از اشتراك اين دو مجموعه يعني مجموعه .

{ }352401 ,/,,, )چنينهم .است −− ) 113 =f،( ) 052 =− /f،( ) 134 =f، ( ) 50 =f  و
( ) 31 =−f.  
  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1331521340061 ,,,/,,,,,, −−=+ gf  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }9315213401001 ,,,/,,,,,, −−−=− gf  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }9315213401001 −−−−−−=− ,,,/,,,,,,fg  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2230520425091 ,,,/,,,,,,. −−−=gf  
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چنين دامنه تابع هم
g
f مجموعه { }352401 ,/,,, ها به ازاي آن gبه جز اعضايي كه خروجي −−

04، چون 4ني عضو يع ؛صفر است =)(g. مجموعه ،لذا دامنه آن { }35201 ,/,, . باشدمي −−
  :بنابراين

 ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−= ),(,,/,,,, 2

1130521011
g
f   

 دامنه تابع
f
g مجموعه { }352401 ,/,,,  ؛ر استها صفبه ازاي آن fبه جز اعضايي كه خروجي −−

2يعني عضو
5

02چون  ،−
5

=− )(f. لذا دامنه آن مجموعه { }3401   :بنابراين −,,,

 ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−= ),(,,,,,, 11

23041011
f
g  

)فرض كنيد  :مثال ) 42 −= xxf    و( )
x
xxxg

−
+

= 2
22

gfضابطه و دامنه توابع   +،gf −، 

gf .، 
g
f  و

f
g را مشخص كنيد.  

)مجموعه  fدامنه تابع  :حل ] [ )∞+∪−∞−= ,, 22fD  است و دامنه تابعg  مجموعه
( ] [ )202 ,, ∪−∞−=Dg بنابراين .است:  

( )( ) ( ) ( ) ( ]22
24

22 −∞−=
−
+

+−=+=+ + ,, gfD
x

xxxxgxfxgf  

( )( ) ( ) ( ) ( ]22
24

22 −∞−=
−
+

+−=−=− − ,, gfD
x

xxxxgxfxgf  

( )( ) ( ) ( ) ( ]22
24

22 −∞−=
−
+

−== ,,... . gfD
x

xxxxgxfxgf        
)اين تابع با تابع  ) xxxh −+= )كه به دامنه  2 ]2−∞− شده باشد برابر ) محدود(تحديد  ,

  ).واضح است بدون تحديد دو تابع برابر نيستند( .است
صفر خواهد شد لذا تابع x=−2و   x=0به ازاي  gتابع

g
f  عبارتست از:   

( ) ( )
( ) ),(, 2

2
2
4

2

2
−−∞=

−
+

−
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

g
fD

x
xx

x
xg
xfx

g
f  

)اين تابع با تابع  )
x

x
xk

−

−
=

),(وقتي كه دامنه آن به مجموعه  2 برابر  تحديد شده باشد ∞−−2
  .است
  صفر خواهد شد لذا x=−2و  x=2به ازاي  gچنين تابع هم
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( ) ( )
( ) ),(, 2

4
2

22

−−∞=
−

−
+

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

f
gD

x

x
xx

xf
xgx

f
g  

)و اين تابع با تابع  ) 2−
−

=
x

xxm،  وقتي دامنه آن به مجموعه),( ديد شده باشد برابر تح ∞−−2

  .است
gfنمودار توابع  ،به صورت زير باشد gو  fاگر نمودار توابع  :مثال gfو  + gfو − را رسم  .
  .كنيد

         
                           f                     g  

]در فاصله  fبا توجه به شكل تابع  :حل ]11 ],(در gتعريف شده است و تابع  −, لذا توابع  .0∞
gf gfو  + gfو − ]در فاصله  . ]10   .اندتعريف شده ,

gfبراي رسم  )كافي است  + )xgf )( 10را به ازاي هر مقدار  + ≤≤ x  را محاسبه كنيم يعني
  :مثلاً .را در هر يك محاسبه نمود و با هم جمع كرد gو  fمقادير

( )( ) ( ) ( ) 101000 =+=+=+ gfgf  
( )( ) ( ) ( ) 220111 =+=+=+ gfgf  
( ) 2

312
1

2
1

2
1

2
1

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ gfgf  

fgلذا شكل    .به طور تقريبي چنين خواهد بود +
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gfبه طور مشابه مقادير  10ي هر را به ازا − ≤≤ x  از تفاضل مقدار تابعg  ازf  وgf را به  .
10ازاي هر  ≤≤ x  از ضرب مقادير توابعf  وg تقريبي به صورت  رهاينمودا .آوريمبه دست مي
  :زير است

                       
                                    gf .                                        gf −  

  
  
  

  :تمرين
 :به صورت gو  fتوابع  - 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0504122041 ,,,,,,,,, −=f  
  و

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1705143001 ,,,,,,,,, −=g  
 :مطلوب است تعيين توابع. شوندتعريف مي

) الف
f
g      2) ب

2
g

f  

2) ج
1

3
1

+
+

g
f    د (

f
ggf −. 

)اگر - 2 ) 24 xxf )و =− ) 232 +−= xxxg، را بيابيد دامنه توابع زير ضابطه و. 

) الف
g
f      ب (gf .  

)) د      2f) ج )
( ) 21

2
−

=
g

xfy 

)اگر  - 3 ) xxxf 22 )و  =+ ) 22 −= xxg، را بيابيد ضابطه و دامنه توابع زير. 

gf) الف g) ب      +
f

31
+  

gf) ج ) د      .
f

g
g
f

22 −. 

)اگر  - 4 ) 33 −= xxf     و( ) xxg 63 )و   =− ) 232 +−= xxxh  ضابطه و دامنه تابع

h
gf  .را بيابيد +
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 :مطلوب است رسم نمودار توابع زير، به صورت زير باشند gو  fاگر نمودار توابع  - 5

               
                             f                                                   g                          

gf) الف gf) ب      + ) ج    .
g
f  

) د
f
g       هـ (

f
) و      1

g
2−  

gf) ز 32 f) ح    −
g
+

1 

)قيمت  تومان هزينه داشته است را به cيك واحد توليدي كالايي كه  - 6 ) ccR 2
150 += 

10چنين خريدار بايد فروشد هم مي
 .خريد را به عنوان ماليات بر ارزش افزوده بپردازد قيمت 1

  .يدماليات برارزش افزوده را بنويس ،Mضابطه تابع) الف
  .بنويسيد ،قيمت نهايي خريد كالا را به صورت تابعي از هزينه تمام شده ،Kضابطه تابع ) ب
  تومان است چقدر است؟ 20000قيمت كالايي كه هزينه تمام شده آن ) ج
  تومان باشد هزينه تمام شده كالا چقدر است؟ 5000اگر قيمت نهايي خريد يك كالا ) د
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  توابع تركيب
  

آيد كه اعضاي آن تابعي است كه از تركيب دو تابع بوجود مي fogتابع  ،دو تابع باشند gو  fاگر
)هايي از زوج مرتب )yx )قرار دارد و  gدر دامنه  xهستند كه  , )xg  در دامنه همf باشد و مي

y  مقدار تابعf  به ازاي( )xg يعني .باشدمي:  
  
  

  به عبارت ديگر
( ) ( ) ( )( ){ }xgfyDxgDxyxfog fg =∈∈= ,,,  

  :به صورت  gو  fتوابع  :مثال
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }7654433221 ,,,,,,,,,=f  و( ) ( ) ( ) ( ){ }17755331 ,,,,,,,=g 

  .gofو  fogتعيين توابع  تمطلوب اس. اندتعريف شده
 gاعضايي از دامنه تابع  fogاي دامنه تابع كنيم كه اعضدقت مي fogبراي تعيين تابع  :حل
)باشد كه  مي )xg  در دامنهf داريم .قرار داشته باشد:  

( )
( )
( )
( )

{ }71

71177
57755
35533

13311

,

,,

,,

,,

,,

=⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

∈⇒∈=∈

∉⇒∉=∈

∉⇒∉=∈

∈⇒∈=∈

fog

fogfg

fogfg

fogfg

fogfg

D

DDgD

DDgD

DDgD

DDgD

  

  و لذا
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }27412177

4311
,,,=⇒

⎭
⎬
⎫

===
===

fog
fgffog

fgffog  

هستند كه  fاعضايي از دامنه تابع  gof، اعضاي دامنه تابع gofع به طور مشابه براي تعيين تاب
( )xf  در دامنهg داريم .قرار دارند:  

( )
( )
( )
( )
( )

},,{

,,

,,

,,

,,

,,

642

67766
45544
34433
23322
12211

=⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∈→∈=∈

∈→∈=∈

∉→∉=∈

∈→∈=∈

∉→∉=∈

gof

gofgf

gofgf

gofgf

gofgf

gofgf

D

DDfD

DDfD

DDfD

DDfD

DDfD

  

  و لذا
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }167452
1766
7544
5322

,,,,,=⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

===
===
===

gof
gfggof
gfggof
gfggof

  

)فرض كنيد   :مثال ) 1+= xxg  و( ) ( ) ( ) ( ){ }52411002 −−= ,,,,,,,f.   مطلوب است
  .gofو  fogتعيين توابع 

x ( )( )xgf 
( )( )xg 

g f 
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   :fogتعيين تابع  :حل
} ،gدامنه  زدامنه آن اعضايي ا }0≥xx اشد كهبمي:  

( ) { }2102 ,,,−=∈ fDxg  
)غيرممكن         ) 3212 −=⇒−=+⇒−= xxxg  

)               غيرممكن ) 1010 −=⇒=+⇒= xxxg  
( ) 00111 =⇒=⇒=+⇒= xxxxg  
( ) 11212 =⇒=⇒=+⇒= xxxxg 

  .دارند و داريم وجود fogه تابع ندر دام 1و  0تنها دو عضو  gپس از اعضاي دامنه تابع 
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) 5211

4100
−===

===
fgffog
fgffog  

  :يعني
( ) ( ){ }5140 −= ,,,fog  

 :gofتابعتعيين 
} ،fدامنه آن اعضايي از دامنه تابع }2102 )هستند كه   −,,, ) { }0≥=∈ xxDxf g اما:  

( ) gofg DDf ∈−⇒∈=− 2002 ,  
( ) gofg DDf ∈⇒∈= 0110 ,  
( ) gofg DDf ∈⇒∈= 1441 ,  
( ) gofg DDf ∉⇒∈−=− 2505 ,  

  .حضور دارند و داريم gofه تابع ندر دام 1و  0 ، -2 عضو سهتنها  fپس از اعضاي دامنه تابع 
 ( ) ( )( ) ( ) 1022 =−−=− gfggof  

( ) ( )( ) ( ) 2100 === gfggof  
( ) ( )( ) ( ) 3411 === gfggof  

  يعني
( ) ( ) ( ){ }312012 ,,,,,−=gof  

)فرض كنيد  :مثال )
x

xf 1
)و  = ) 21 xxg و  fogمطلوب است تعيين دامنه و برد توابع  =−

gof.  
   :حل

  :fogتعيين تابع 
}مجموعه  gدامنه تابع }11 ≤≤−= xxDg  است اما( )xg  بايد در دامنه تابعf و باشد 
{ }0≠= xxD f. پس( )xg اما . نبايد صفر شود( )xg  پس  .شودصفر مي 1و  -1در

{ }11 <<−= xxD fog و به ازاي اينx ها داريم( ) ( )( ) ( )
2

2

1
11

x
xfxgfxfog

−
=−==.  

  :gofتعيين تابع 
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}عضوهايي از مجموعه  gofدامنه تابع }0≠xx باشد كه مي( ) gDxf باشد يعني  ∋
( ) 11 ≤≤− xf 111يا ≤≤−

x
)يعني   ] [ )∞−∞−= ,, 11 UgofD.  پس با در نظر گرفتن هر دو

)مجموعه  gofدامنه، شرط ] [ )∞−∞− ,, 11 U باشد و به ازاي اين ميxها داريم:  

( ) ( )( ) 2111 )()(
xx

gxfgxgof −===  

)فرض كنيد  :مثال )
x

xxf
−

=   .fofطلوب است تعيين دامنه و برد تابع م 2
}مجموعه  fدامنه تابع  :حل }2−ℜ بنابراين .است  

( ){ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠
−

≠=∈∈= 222
x

xxDxfDxD fffof  

  اما

3
4432422 =⇒=⇒−=⇒=

−
xxxx

x
x   

  لذا

( )∞+−∞=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≠≠= ,),(),(, 223

4
3
4

3
42 UUxxD fof    

  چنينهم

( ) ( )( )

x
x
x

x

x
xfxffxfof

−
−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
==

22
2

2     

توجه كنيد كه اگر اين ضابطه را ساده كنيم حتماً بايد شرط دامنه را قيد كنيم در غير اين صورت 
  .برابر نخواهد بود fofتابع حاصل با تابع

( ) 23
4

34 ,, ≠
−

= x
x

xxfof  

3البته شرط 
4

≠x  2شرط از ضابطه واضح است اما≠x حتماً بايد قيد شود.  
 يدر راستاي قائم ارتفاع جسم بر حسب زمان از رابطه 0vدر پرتاب جسم با سرعت اوليه  :مثال

( ) tvgtth 0
2

2
1

ن سرعت چنيهم .باشدثابت و شتاب ثقل مي gآيد كه در آن ميبه دست  =+
)از رابطه  tجسم بر حسب  ) gtvtv +=  vتابع ارتفاع جسم را برحسب متغير. آيدبه دست مي 0

  .بيابيد) سرعت جسم(
  داريم :حل

( )
g
vv

vt
g
vv

tgtvv 00
0

−
=⇒

−
=⇒+=  

)حال از تركيب توابع  )th  و( )vt  به تابع( )( )vth بنابراين .رسيممي:  



www.Riazi100.ir

٣٠ 
 

( )( ) ( )
g
vv

vth
g
vv

v
g
vv

gvth 22
1 2

0
2

0
0

20 −
=⇒

−
+

−
= )()()(                          

)دامنه تابع  :مثال ) 8643 +−−= xxxh را بيابيد.  
)اگر قرار دهيم  :حل ) 43 −= xxg و( ) xxxf foghگاه آن =−2 ],[ و داريم = 4

10=fD.   
  پس

( ){ } ],[ 4
104

10 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤ℜ∈=∈∈= xxDxfDxDD fgfogh  

)اگر  :مثال )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+
<=

11
12

xx
xxxf  و( )

⎩
⎨
⎧

>
≤−

= 01
05

x
xx

xg  ضابطه تابعfogرا بيابيد.  

را  x<0حال اگر  .شودميfرفته و خروجي آن وارد تابع  gابتدا به تابع  xتوجه كنيد كه  :حل
را تشكيل  fورودي 1باشد حال مي 1در نظر بگيريم خروجي آن عدد  gبعنوان ورودي تابع

211برابر  x=1ي به ازا fدهد كه خروجي  مي اين مطلب را چنين نمايش  .باشدمي +=
  :دهيم مي

  
  
  
  
  
  
  

21110 =+>x  
  
  

15اگر  .است −x5باشد خروجي آن  gورودي تابع  x≥0حال اگر <− x خروجي تابع ،باشد f   ،
( ) 22 255 xx 15است و اگر  −= ≥− x باشد خروجي تابعf  ،15 +− x است يعني:   

            
   

 
 
 
 
 

)اگر  :مثال ) 1+= xxf و( ) 112 +−= xxfog )، تابع   )xg را بيابيد.  
  داريم :حل

( ) ( )( ) ( ) 11 +=⇒+= xggfxxf x 
  از سوي ديگر

( ) ( )( ) 112 +−== xxgfxfog  
) لذا ) 111 2 +−=+ xxg  و در نتيجه ( ) 12 −= xxg يا ( ) 12 −= xxg.  

)اگر  :مثال ) ( )( ) ( ) ( ) 11122 22224 +=++=++== xgxxxxgfxfog sinsinsin 
)به جاي  xحالا با قرار دادن  )xg ها داريمدر تساوي ( ) 12 += xxf.  

f g 

0≤x ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<−

−≤+−

=⇒

02
05

125
5
115

2

x

xx

xx

xfog 

g 

g 
15 <− x 

f 

f 
15 ≥− x 

( )

1555
1

255505
1 22

+−−−≤

=−−≤<−

xxx

xxxx
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  :تمرين
)فرض كنيد  - 1 ) 4

1
2 −

=
x

xf    و( ) 1+= xxg، توابع  ضابطهfog  وgof ا بيابيد، سپس ر
 .دامنه هر يك را بيابيد ،به كمك تعريف

)فرض كنيد  - 2 ) xxxf += )و  2 ) xxg را بيابيد، سپس به كمك  fogتابع ضابطه ،=2
 .دامنه آن را بيابيد ،تعريف

)  كنيد   فرض - 3 ) xxf )و  =−21 ) 3
1

+
−

=
x
xxg،  دامنه تابعfog را به كمك تعريف بيابيد. 

)  اگر  - 4 ) 21 xxf )و  =− ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

xfxg،  ضابطه تابع( )offg  .را بيابيد +2

)اگر  - 5 ) 62 += xxf  و[ ]42 ,−=Dg  دامنه تابعgof بيدرا بيا. 

]اگر  - 6 ]
( )⎩

⎨
⎧

−=
ℜ→
32

41
xxf

f ]و          :, ]
( )⎩

⎨
⎧

−=
ℜ→−

xxg
g

21
42  .را بيابيد gofدامنه تابع     :,

)اگر  - 7 ) ( ) ( ) ( ){ }01141321 ,,,,,,, −−−=f  و( )
2

1
−

=
x

xg  توابعfog وgof  وfof  را
 .ابيد و دامنه و برد هر يك را مشخص كنيدبي

8 - ( ) 29 xxf )و  =− ) 2
1
−

=
x

xg ضابطه و دامنه توابع gof ،gog  و( )ffo  .را بيابيد 2

)اگر  - 9 ) 12
1
+
−

=
x
xxf  و( ) 12

12
+
−

=
x
xxg دامنه توابع  ضابطه وgof ،fog  وfof را بيابيد. 

)اگر  -10 ) ( ) ( ) ( ){ }114321 +−= aaaf )و  ,,,,,,, ) 03 =fof  مقدارa را بيابيد. 
)اگر  -11 ) 33 += xxf  و( ) 12 2 += xxg  معادله( ) 0=xfog را حل كنيد. 

)اگر  -12 ) 3xxf )و  = ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

xfxg  ضابطه( )21 tg  .را بيابيد −

)اگر  -13 ) 1+= xxfog  و( ) 1
2
+

=
x

xxg ضابطه تابعf را بيابيد. 

)اگر  -14 ) ( )xfxfog )و  =− ) 1
1

−
+

=
x
xxf  ضابطه تابعg را بيابيد. 

)اگر  -15 ) xxxf += )و  2 ) 1+= xxfog  و برد تابعg  شامل هيچ عدد مثبتي نباشد ضابطه
 .را بيابيد gتابع 

)اگر   -16 ) xxxf 22 )و  =− ) xxfog ]و  = ]∞= ,1Df  ضابطه تابعg را بيابيد. 
فاصله افقي جسم از مبدأ برحسب زمان در  0vدر حركت پرتابي در امتداد افق با سرعت اوليه  -17

)هر لحظه از رابطه  ) v.t=tx  آيد و فاصله عمود آن از مبدأ بر حسب زمان از رابطه ميبه دست
( ) 2

2
1 gtty = )g تابع )  شتاب ثقل است( )tyox را به دست آوريد و آن را تعبير كنيد. 
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  هاي متقارنمجموعه

  
  

داشته باشيم  ∋Axاه به ازاي هر يم هر گيرا متقارن گو ℜ⊆Aي مجموعه 
Ax∈−. 

  
}ي مجموعه :مثال }210123 ,,,,, −−−=A  متقارن نيست، زيراA∈−   .A∉3 ولي 3
}ي مجموعه :مثال }21 ,−=A  متقارن نيست، زيراA∈2 ولي A∉− 2.  
}ي مجموعه :مثال }22 ,−=A  متقارن است زيرا هر عضوي ازA  ي آن كنيم قرينهانتخاب

  .وجود دارد Aعضو نيز در
محور نمايش داده شده، متقارن نيست، زيرا   كه به صورت زير، روي Aي مجموعه :مثال

A∈−   .A∉2ولي  2
  

  :تمرين
  .هاي زير متقارن استكدام يك از مجموعه

}) الف }zkkxx ∈= )) ب    2, ]4,∞−  
]) ج )22 ,−−ℜ      د (}{ 11

<
x

x  
}) هـ }03 =−−ℜ xxx      و ({ }xxx 23 ≠  

}{) ز ℜ∈
−

+
2

2

4
1

x
xx      ح ({ }32 << xx  

}) ط }2xxx ≥ℜ∈  
  

  توابع زوج و فرد

  
  
  

، تساوي ∋fDx، هر گاه به ازاي هر يميي متقارن را زوج گوبا دامنه fتابع  
( ) ( )xfxf   .برقرار باشد −=

، تساوي ∋fDx، هر گاه به ازاي هر يميي متقارن را فرد گوبا دامنه fتابع  
( ) ( )xfxf  .برقرار باشد −=−

  
)يا فرد بودن تابع زوج  :مثال ) ( ) ( ) ( ){ }13323213 ,,,,,,, −−−=f كنيد را بررسي.  

21012 −− 
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}چون  :حل }3223 ,,, −−=fD لذا دامنه ،f متقارن است . ( ) ( )33 ff ولي  −=−
( ) ( )22 ff   .نه زوج است و نه فرد fبنابراين تابع  −=

)زوج يا فرد بودن تابع  :مثال ) 3
1

−
+

=
x
xxf ي كنيدرا بررس.  

} داريم :حل }3−ℜ=fD و fD∈− . متقارن  نيست fتابع  ي، پس دامنهfD∉3ولي  3
  .نه زوج است نه فرد fبنابراين تابع 

)زوج يا فرد بودن تابع  :مثال ) 12

2

+

−
=

x
xx

xf را بررسي كنيد.  
  متقارن است و  fو لذا دامنه  ℜ=fDداريم  :حل

( ) ( )
( )

( )xf
x

xx
x

xx
xf =

+

−
=

+−

−−−
=− 11 2

2

2

2

  

  .تابعي زوج است fبنابراين 
)زوج يا فرد بودن تابع  :مثال ) ( )12 ++= xxxf log را بررسي كنيد.  
112با توجه به  :حل ≥+x  اين كه وxxxx −≥+⇒>++ 101 همواره برقرار است،  22
  است و لذا متقارن است و  ℜبرابر  fي دامنه

( ) ( )

( )xfxx
xx

xx

xxxxxxxf

−=++−=
++

=

++

++−+
=+−+−=−

)log(loglog

)))((log()log(

11
1

1
1

111

2
2

2

222

  

  .تابعي فرد استfبنابراين 

)بع زوج يا فرد بودن تا :مثال )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

≥−
=

02
02

4

4

xxx

xxx
xf را بررسي كنيد.  

  .متقارن است fو لذا دامنه  ℜ=fD :حل
): حالت اول ) 000 =⇒= fx.  
−<0آنگاه x>0اگر : حالت دوم x و داريم:  

( ) ( ) ( ) ( )xfxxxxxf =−=−+−=− 22 44  
  .تابعي زوج است fبراين بنا

)زوج يا فرد بودن تابع  :مثال ) 22 +−−= xxxf را بررسي كنيد .  
  متقارن است و fو لذا دامنه  ℜ=fD :حل

( )
)()(

)()(

xfxx

xxxxxxxf

−=+−−−=

−−+=−−−+−=+−−−−=−

22
222222  

  .است فردتابعي  fبنابراين 
) زوج يا فرد بودن تابع :مثال ) xxxf cossin   .را بررسي كنيد =+
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  متقارن است و fو لذا دامنه  ℜ=fD :حل
( ) ( ) ( ) xxxxxf cossincossin +−=−+−=−  

)واضح است كه  ) ( )xfxf )و  −≠ ) ( )xfxf   .نه زوج است و نه فرد fپس تابع −≠−
  
  

]ي با دامنه fقسمتي از نمودار تابع :مثال ]44   به صورت  −,

  
  : رسم شده است، نمودار تابع را طوري كامل كنيد تا

  .تابعي زوج را نمايش دهد f) الف
  .تابعي فرد را نمايش دهد f) ب

  : حل
به صورت  fپس لازم است نمودار. ها متقارن استyدانيم نمودار تابع زوج نسبت به محورمي) الف

  .مقابل باشد

  
به  fپس لازم است نمودار. دانيم نمودار تابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن استمي) ب

  .صورت مقابل باشد

  
  

  .ي متقارن استثابت كنيد تنها تابعي كه هم زوج است و هم فرد، تابع ثابت صفر با دامنه :مثال
  :داريم ∋fDxي متقارن باشد، آنگاه به ازاي هرتابعي با دامنه fفرض كنيم  :حل
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     ( ) ( )
( ) ( ) .)()()( =⇒−=⇒

⎭
⎬
⎫

−=−⇒
=−⇒

xfxfxf
xfxff

xfxff  
  

)ي با ضابطه fتابع :مثال ) ( ) 423 23 ++−−+= bbxxacxxf داده شده است.  
  .زوج است fتابع bو aبه ازاي چه مقاديري از ) الف
  .فرد است fتابع bو aبه ازاي چه مقاديري از ) ب
  

  .ℜ=fD واضح است كه :حل
                     )الف

( ) ( ) ( ) ( ) 423423 2323 ++−−+=+++−+−⇒=− bbxxacxbbxxacxxfxf  

  
  
  
  
  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈
=
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=
−=

⇒
a
b
c

aa
bb

cc
0
0

33
22  

داشته  ي زوج وجودتنها جملات با درجه لازم است fايبراي زوج بودن تابع چند جمله :توجه
  .باشند

  ) ب 
( ) ( ) ( ) ( ) 423423 2323 −−+−−−=+++−+−⇒−=− bbxxacxbbxxacxxfxf  

( )
⎩
⎨
⎧

−=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

−−=+
−−=−

⇒ 4
3

44
33

b
a

bb
aa  

ي فرد ي آن تنها جملات با درجه، لازم است در ضابطهfايبراي فرد بودن تابع چند جمله :توجه
  .وجود داشته باشند

هر دو فرد باشند، زوج يا فرد بودن تابع  gو  fاگر  :مثال
g
f را بررسي كنيد.  
( ) 0≠∩∈⇒∈ xgDDxDx gf

g
f   دلخواه:

g
f

gf
gg

ff

Dx

xgxg

DDx
DxDx

DxDx

∈−⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

≠−=−

∩∈−⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∈−⇒∈

∈−⇒∈

0)()(

 

بنابراين دامنه تابع 
g
f  متقارن است و داريم:  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )x

g
f

xg
xf

xg
xfx

g
f

=
−
−

=
−
−

=−  

پس تابع 
g
f تابع زوج است.  

  
  

 تابعي زوج است
 تابعي فرد است 
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  :تمرين
 .زوج يا فرد بودن هر يك از توابع زير را بررسي كنيد - 1

) )الف ) xxf π2sin−=    ب (( ) ( )xxf 2cos=  
) )ج ) xxf tan=      د (( ) 1+= xxf tan  
) )هـ ) ( )xxf sintan=    و (( ) 33 11 ++−= xxxf  

) )ز ) 42
3
−

= xxf      س (( ) 12
12

+
−

= x

x

xf  

) )ط ) 1
1

−
+

=
x
xxf log    ظ (( ) ( )4133 += − xxxf  

)) ش ) 11 −+−= xxxf  ي (( ) xxxf sin=  
)) ت ) 23

5
24 +−

+
=

xx
xxf    پ (( ) 54

1
2 −+

+
=

xx
xxf 

) اگر تابع - 2 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+

<<−
−≤+

=

1
11

1

2

2

xxbx

xcx
xaxx

xf  تابعي زوج باشد، مقاديرa وb وc را تعيين كنيد. 

)اگر  - 3 ) 1
1

+
−

=
x
xxf تابع ،( ) ( )( )xfofxg  زوج است يا فرد؟ چرا ؟ =

زوج يا فرد بودن تابع  - 4
13

3 2

−
+−

=
x

xxy درا بررسي كني. 

)زوج يا فرد بودن تابع  - 5 )
⎩
⎨
⎧

∉−
∈

=
Qx
Qx

xf 1
 .را بررسي كنيد 1

)اگر تابع  - 6 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<++

>++
=

0
01

2

2

xcbxxa

xxx
xf ،فرد باشدcba  .چقدر است ++

)اگر تابع  - 7 )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<
++

>
−+=

0

0
15

3

2

2

x
cbxx

ax

x
xx

x

xf  فرد باشد، آنگاهcba  .چقدر است ++

 را طوري به دست آوريد تا تابع bو aمقادير  - 8
 ( ) ( ) ( ) xxbxaxxf sincos +++−+= 21 2  

 .تابعي فرد باشد
gfتابعي زوج باشد زوج يا فرد بودن هر يك از توابع  gتابعي فرد و  fاگر  - 9 + ،gf − ،

gf . ،fog ،gof،fof و gog را بررسي كنيد. 
]ي نمودار تابعي با دامنه -10 ]22 ,−−ℜ رسم كنيد كه: 

  نه زوج باشد نه فرد) رد         دهم زوج باشد هم ف) فرد باشد         ج) زوج باشد       ب) الف
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  توابع صعودي و توابع نزولي

  
fDxxاگر براي هر   ∈21 21كه  , xx )بتوان نتيجه گرفت  > ) ( )21 xfxf ، آنگاه ≥

  .يميرا صعودي گو fتابع
fDxxاگر براي هر   ∈21 21كه  , xx )بتوان نتيجه گرفت  > ) ( )21 xfxf و  >

  .يميرا صعودي اكيد گو fبالعكس، آنگاه تابع
fDxxاگر براي هر   ∈21 21كه  , xx )بتوان نتيجه گرفت  > ) ( )21 xfxf ، آنگاه  ≤

  .يميرا نزولي  گو fتابع
fDxxاگر براي هر   ∈21 21كه  , xx )بتوان نتيجه گرفت  > ) ( )21 xfxf ، آنگاه  <

 .يميرا نزولي اكيد  گو fتابع
 
  .يفشان بررسي كنيدصعودي يا نزولي بودن هر يك از توابع  زير را روي دامنه تعر :مثال
  )ب            )الف

                                     
  
  ) د            )ج
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  )و            )هـ

                    
  )ح            ) ز

                 
  : حل
21كه  1xو 2x به ازاي هر) الف xx )داريم  > ) ( )21 xfxf يعني در واقع با زياد شدن . >

  .پس تابع صعودي اكيد است. شودنيز زياد مي y، مقاديرxمقادير
21كه  1xو 2x به ازاي هر) ب xx )داريم  > ) ( )21 xfxf يعني در واقع با زياد شدن . ≥

  .پس تابع صعودي است. ماندشود يا ثابت ميزياد مي y، مقاديرxمقادير
21كه  1xو 2x به ازاي هر) ج xx )داريم  > ) ( )21 xfxf يعني در واقع با زياد شدن . <

  .پس تابع نزولي اكيد است. شودكم مي  y، مقاديرxمقادير
21كه  1xو 2x به ازاي هر) د xx )داريم > ) ( )21 xfxf ، xيعني در واقع با زياد شدن مقادير. ≤

  .پس تابع نزولي است. ماندشود يا ثابت ميكم  مي yمقادير
02اگر ) ه ≤x 1وx  21و xx )آنگاه  > ) ( )21 xfxf صعودي نيست  fدهد تابعاين نشان مي. <

02از طرف ديگر، اگر  ≥x 1وx  21و xx )آنگاه  > ) ( )21 xfxf  fدهد تابع اين نشان مي. >
  .نه صعودي است و نه نزولي fين تابع نزولي نيست، بنابرا

)هاي تابع در هر يك از بازه) و )و  −∞,0[ صعودي  اكيد است، ولي مقادير تابع در  0,+∞[
 يبنابراين تابع روي دامنه. مجاورت چپ صفر از مقادير تابع در مجاورت راست صفر بيشتر است

)ي تعريف خود يعني بازه )∞+∞−   .نه صعودي است و نه نزولي ,
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)ي تابع در بازه) ز )و  −∞,0( صعودي اكيد است ولي مقادير تابع در مجاورت چپ صفر  0,+∞(
ف خوديعني                          ي تعريپس تابع در دامنه. از مقادير تابع در مجاورت راست صفر بيشتر است

)يبازه ) ( )∞+∪∞− ,,   .نه صعودي است و نه نزولي 00
پس تابع صعودي است و همچنين با زياد شدن . شودكم نمي y، مقادير xبا زياد شدن مقادير) ح

yمقادير ،xمقادير   .پس تابع نزولي است ولي صعودي اكيد يا نزولي اكيد نيست. شودزياد نمي  
)را طوري به دست آوريد تا تابع  kحدود  :مثال ) ( ) ( ) ( ){ }1202172 ,,,,,,, −−= kf 

  . صعودي اكيد شود
. هاي دوم نيز زياد شوند، مؤلفهاي اولهبايد با زياد شدن مؤلفه چون تابع صعودي اكيد است :حل

)بنابر اين لازم است  )72 ,∈k باشد.  
  
  
  

)رسم شده، مقادير  زيركه نمودار آن به صورت  fدر تابع  :مثال )0f تواند تغيير اي ميدر چه بازه
  .نزولي اكيد باشد fكند تا تابع

  
)لذا لازم است. بايد كم شود y، مقاديرxبا توجه به اينكه با زياد شدن مقادير  :حل )0f    عددي در

]ي فاصله ]23   .باشد −,
  .ي تعريفشان بررسي كنيدرا روي دامنهصعودي يا نزولي بودن هر يك از توابع زير  :مثال
)) الف ) 3xxf )) ب      =− ) 142 3 −+= xxxf  
)) ج ) x

axf log=      د (( ) xxf 23 −=  

)) هـ )
⎩
⎨
⎧

≥−
<+

= 02
01

xx
xx

xf    و (( ) 31 +−= xxf  

   :حل
  .است زيربه صورت   fنمودار تابع:  روش اول )الف
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  .باشدبا توجه به نمودار واضح است كه تابع نزولي اكيد مي
∋=ℜ: روش دوم fDxx 21 21كنيم كه را به دلخواه طوري انتخاب مي , xx   :پس داريم >

( ) ( )21
3
2

3
1

3
2

3
121 xfxfxxxxxx >⇒−>−⇒<⇒<  

  .استنزولي اكيد  fبنابراين تابع 
  .است زيرنمودار تابع به صورت : روش اول )ب

  
  .باشدگونه كه از روي نمودار مشخص است، تابع صعودي اكيد ميهمان

∋=ℜ: روش دوم fDxx 21 21كنيم كه را به دلخواه طوري انتخاب مي , xx   :پس داريم >

( ) ( )21

2
3
21

3
12

3
21

3
1

21

3
2

3
1

21 1421424242
44
22

xfxf

xxxxxxxx
xx
xx

xx

<⇒

−+<−+⇒+<+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

<
⇒<  

  .، صعودي اكيد استfبراين تابع بنا
  .است زيرنمودار تابع شبيه يكي از دو نمودار : روش اول) ج

           
10باشد تابع صعودي اكيد است و اگر  a<1بنابراين اگر  << a باشد، تابع نزولي اكيد مي.  

  هايرابطه: روش دوم
 

a
xx

a log
loglog 2121  و  = xxxx loglog <⇒<   

)را در نظر گرفته، دو عضو  )∞+=∈ ,, 021 fDxx كنيم كه را به دلخواه طوري انتخاب مي
21 xx   .گيريمسپس دو حالت زير را در نظر مي. >
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  : )a<1( حالت اول

( ) ( )21

210
2121 21

xfxf
a
x

a
x

xxxx x
a

x
a

a

<⇒

<⇒<⇒<⇒<
>

loglog
log

log
log
log

loglog
log

  

  .صعودي اكيد است fدر نتيجه 
10( حالت دوم << a( :  

( ) ( )21

210
2121 21

xfxf
a
x

a
x

xxxx x
a

x
a

a

>⇒

>⇒>⇒<⇒<
<

loglog
log

log
log
log

loglog
log

  

  .نزولي اكيد است fدر نتيجه 
  .است زيرنمودار تابع به صورت : روش اول )د

  
  باشدبا توجه به نمودار واضح است كه تابع نزولي اكيد مي

,),[: روش دوم 2
3

21 −∞=∈ fDxx 21كنيم كه را به دلخواه طوري انتخاب مي xx   :داريم لذا. >
( ) ( )21212121 23232323 xfxfxxxxxx >⇒−>−⇒−>−⇒<  

  .نزولي اكيد است fدر نتيجه 
  .است زيرنمودار تابع به صورت : روش اول) هـ

  
 .ي تعريف خود نه صعودي است نه نزوليدر دامنه fگونه كه از نمودار مشخص است تابع همان
)تابع روي  :توجه ]صعودي اكيد و روي  −∞,0(   .نزولي اكيد است 0,+∞(



www.Riazi100.ir

٤٢ 
 

ضابطه قسمت اول تابع  .مكنيهاي زير انتخاب ميدلخواه به صورت را به 2xو 1x: روش دوم
  .صعودي اكيد است

( ) ( )2121
21

21 110
xfxfxx

xx
xx

<⇒+<+⇒
⎩
⎨
⎧

<

<,  

( ) ( )212121
21

21 220
xfxfxxxx

xx
xx

>⇒−>−⇒−<−⇒
⎩
⎨
⎧

<

>,  

ي تعريف خود نه صعودي است و بنابراين تابع روي دامنه .ضابطه قسمت دوم، تابع نزولي اكيد است
  .نه نزولي

ي روي دامنهfتابع است و با توجه به نمودار واضح است كه زيرنمودار تابع به صورت : روش اول )و
  .تعريف خود نه صعودي است نه نزولي

  
  .كنيمهاي زير انتخاب ميرا به صورتℜ=fDدو عضو دلخواه از : روش دوم 

( ) ( )21212121
1

21 313111112
1

xfxfxxxxxx
xx

xx
>⇒+−>+−⇒−>−⇒−<−⇒

⎩
⎨
⎧

<

≤,  

)ي در فاصله fپس تابع    .اكيد است نزولي −∞,1[
( ) ( )21212121

21

21 313111111
xfxfxxxxxx

xx
xx

<⇒+−<+−⇒−<−⇒−<−⇒
⎩
⎨
⎧

<

≥,  

]ي در فاصله fپس تابع  ي تعريف خود نه اما تابع روي دامنه .صعودي اكيد است 1,+∞(
  .صعودي است و نه نزولي

  ي تعريف تابعدامنه ،اشدب ℜي تابعي صعودي با دامنه fاگر  :مثال
 ( ) ( ) ( )122 −−−= xfxfxg  

  .را به دست آوريد
  :داريم :حل

( ) ( ) ( ) ( )120122 −≥−⇒≥−−− fxfxfxfxf  
  :است داريم تابعي صعودي fچون 

[ ]111103314444122 222 ,−=⇒≤≤−⇒≤−⇒+−≥+−⇒−≥− gDxxxxxxxx

)اگر تابع  :مثال )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<+

≥+
=

22
1

31
xax

xx
xf  صعودي اكيد باشد، بيشترين مقدارa  را به دست

  .آوريد
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  .است زيرنمودار تابع به صورت  :حل

  
21صعودي است پس لازم است  fچون تابع ≤+ a  1يعني≤a بنابراين بيشترين مقدارa 

  .تواند يك باشد مي
  

  :تمرين 
 .يك از توابع زير را بررسي كنيدهر  يكنوايي - 1

) )الف ) 2
1
−

=
x

xf      ب (( ) 01
4

2

2
≥

+
+

= x
x
xxf  

)) ج ) 0
3

42 ≥
+

−= x
x

xf    د (( ) 22
1

>
−

= x
x

xf  

)) هـ ) π≤≤+= xxxxf )) و    0 ) 052 2 ≤−= xxxf  

) )ز )
⎩
⎨
⎧

≥−

<+−
=

25
232

3

2

xx
xxx

xf  ح (( )
⎩
⎨
⎧

≥−

<+
=

02
01

2

2

xx
xx

xf  

) )ط ) ππ 2≤≤= xxxf sin    ي (( ) ( )23 −= xxf log  
)) ك ) π≤≤= xxxf 0cos 

)هرگاه تابع  - 2 ) ( ) ( ) ( ){ }2105132 ,,,,,,, kf را به دست  kنزولي باشد، حدود  =−−
 .آوريد

)در توابع زير  - 3 )0f باشد، تا تابع  چه مقداريf   رويℜ صعودي اكيد باشد. 
  )ج        )ب          )الف
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  .شوندتوابعي كه يا صعودي باشند يا نزولي، توابع يكنوا ناميده مي 
 .شوندتوابعي كه اكيداً صعودي باشند يا اكيداً نزولي، توابع اكيداً يكنوا ناميده مي 

  
2xyتابع :مثال   .يكنوا است پس تابعي غير. روي دامنه تعريف خود نه صعودي است نه نزولي =
را بررسي gofنزولي اكيد باشد، يكنوايي تابع  fRبر  gنزولي اكيد و تابع  fاگر تابع  :مثال
  .كنيد
fDxxدو عضو دلخواه  :حل ∈21 21كنيم كهرا طوري انتخاب مي , xx   :پس داريم. >

( ) ( ) ( )( ) ( )( )212121 xfgxfgxfxfxx <⇒>⇒<  
   :يعني در واقع داريم

( )( ) ( )( )2121 xgofxgofxx <⇒<  
  .باشدباشد، بنابراين يكنواي اكيد ميصعودي اكيد مي gofپس تابع 

gf، صعودي اكيد باشند يكنوايي تابع Iي در بازهgو  fاگر دو تابع  :لمثا بررسي  Iرا روي  +
  .كنيد
Ixx :حل ∈21 21كنيم كه را به طور دلخواه طوري انتخاب مي , xx   :پس داريم. >

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )21

2211
21
21

21

xgfxgf

xgxfxgxf
xgxg
xfxf

xx

+<+⇒

+<+⇒
⎩
⎨
⎧

<

<
⇒<  

gfتابع  gfبنابراين تابع  .صعودي اكيد است+   .باشديكنواي اكيد مي +
3xyتابع  :مثال   .باشدپس تابع يكنواي اكيد مي. تابع نزولي اكيد است =−

هاي توانيم در توابع مشتق پذير، يكنوايي را با روشبعد از فراگيري مبحث مشتق، مي :وجهت
  .تري بررسي كنيم ساده

  
  :تمرين

 .يكنوايي هر يك از توابع زير را روي دامنه تعريف بررسي كنيد - 1

)) الف ) 2−= xxf  ب (( )
2

1
−

=
x

xf  ج (( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<−
=

0
0

3

3

xx
xx

xf 

gfو با مقادير مثبت باشند، يكنوايي تابع  صعودي اكيد Iيدر بازه gو  fدو تابع اگر - 2 را  ×
 .بررسي كنيد Iروي بازه

 .را بررسي كنيد gofنزولي اكيد باشد، يكنوايي تابع   fRبر gنزولي اكيد و fاگر - 3
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  تابع يك به يك
  

fDxxيك به يك است، اگر براي هر  fتابع  ∈21  : داشته باشيم ,

( ) ( ) 2121 xxxfxf =⇒=   
  :به بيان ديگرو يا    

fDxxيك به يك است اگر براي هر  fتابع  ∈21  :داشته باشيم,

 ( ) ( )2121 xfxfxx ≠⇒≠  
ها xنمودار يك تابع در صورتي نمودار تابع يك به يك است كه هر خط موازي محور 

 .حداكثر در يك نقطه آن را قطع كند

  
  .كدام يك از توابع زير يك به يك هستند :مثال
  )ب            )الف     

                    
) )ج ) ( ) ( ){ }243221 ,,,,,=f  

  :حل
  .كندنمودار را در بيش از يك نقطه قطع مي y=1يك به يك نيست زيرا مثلاً خط ) الف
پس تابع يك  .كندنمودار را در بيش از يك نقطه قطع نمي. سم كنيمها رxهر خط موازي محو ) ب

  .به يك است
)يك به يك نيست زيرا ) ج ) ( )41 ff 41ولي  = ≠.  

  .يك به يك بودن هر يك از توابع زير را بررسي كنيد :مثال
)) الف ) 43 += xxf      ب (( ) 322 ++= xxxf  
)) ج ) 2−+= xxxf      د (( ) xxf log=  

)) هـ ) xxxf cossin )) و    =− ) 13
3
+

= x

x

xf  
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  :حل
  :اول روش )الف

( ) ( ) 21
3
2

3
1

3
2

3
1

3
2

3
121 4444 xxxxxxxxxfxf =⇒=⇒+=+⇒+=+⇒=  

                     .يك به يك است fبنابراين تابع
  :روش دوم

( ) ( )21
3
2

3
1

3
2

3
1

3
2

3
121 4444 xfxfxxxxxxxx ≠⇒+≠+⇒+≠+⇒≠⇒≠                          

  .  يك به يك است fبنابراين تابع 
  )ب

  ( ) ( ) 2132 22 ++=++= xxxxf  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22

2
1

2
2

2
121 112121 +=+⇒++=++⇒= xxxxxfxf                          

                                            ( )
⎩
⎨
⎧

−−=

=
⇒+±=+⇒ 211

21
21

21 xx
xx

xx  

  .نيستيك به يك   fپس تابع
   )ج

( ) ( ) 10210 ≠⇒== ff  
  .يك به يك نيست  fپس تابع 

  ) د
( ) ( )

21
2
1

2
1

212121

10

0

xx
x
x

x
x

xxxxxfxf

=⇒=⇒=⇒

=−⇒=⇒=

log

loglogloglog
  

  . يك به يك است  fپس تابع 
  ) ه

( ) ( ) ππ 20120 ≠⇒−== ff   
  .يك به يك نيست fراين تابع بناب

  .توابع متناوب يك به يك نيستند :توجه
  ) و

( ) ( )

21

21

21

212121
2

2

1

1

33

333333
13

3
13

3

xx

xfxf

xx

xxxxxx
x

x

x

x

=⇒=⇒

+×=+×⇒
+

=
+

⇒=  

  يك به يك است                                                                        fپس تابع 
  .يك به يك است fيكنواي اكيد باشد آنگاه تابع   fثابت كنيد اگر تابع  :مثال
21صعودي اكيد باشد آنگاه اگر fمثلاً فرض كنيم تابع  :حل xx   :دهددو حالت رخ مي ≠

21 اگر :حالت اول xx   :داريم باشد، >
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( ) ( ) ( ) ( )212121 xfxfxfxfxx ≠⇒<⇒<  
  .يك به يك است fلذا 

21دوم اگر حالت  xx   :باشد، داريم <
( ) ( ) ( ) ( )212121 xfxfxfxfxx ≠⇒>⇒>  

  .يك به يك است fلذا 
gfيك به يك بودن هر يك از توابع  ،باشنديك به يك   gو fاگر توابع :مثال را  fogو  +

  .بررسي كنيد
gfتابع  :حل )تواند يك به يك باشد زيرا مثلاً اگر همواره نمي + ) ( ){ }1100 ,,,=f  و

( ) ( ){ }1100 −= ,,,g  را در نظر بگيريم، داريم( ) ( ){ }0100 ,,,=+ gfكه يك به يك نيست.  
  :يك به يك است زيرا fogاما تابع 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2111

2111

2121

xx

xgxg

xgfxgfxfogxfog

g

f

=⇒

=⇒

=⇒=

−

−
  

  
  

  .تواند هم فرد و هم يك به يك باشدآيا يك تابع مي :مثال
3xyمثلاً توابع  .بلي :حل xyو  = xyولي تابع . م يك به يكهم فرد است و ه = sin=  فرد
  .اما يك به يك نيست ،است
  .تواند هم زوج و هم يك به يك باشدآيا يك تابع مي :مثال
  :داريم .تابعي زوج و يك به يك باشد  fفرض كنيم :حل

                                                                                                                                                   
  

ي يك عضوي صفر دلخواه با دامنه ي، تابعاست پس تنها تابعي كه هم زوج و هم يك به يك
  . باشد مي

 

  
  
  
  
  
  
  
  

( ) ( ) 0=⇒−=⇒−=⇒ xxxxfxffتابعي زوج است 
fيك به يك است 
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  :تمرين
 .يك به يك بودن هر يك از توابع زير را بررسي كنيد - 1

53) الف += xy      25) ب xy −=  
262) ج +−= xxy    3) د xxy +=  
3) هـ 5+= xy      و (⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈= 22

ππ ,,sin xxy  
]) ز ]π,,cos 0∈= xxy    12) ح += xy  

4  )ط
1

2

2

+
−

=
x
xy      ي (

x
xy 35

32
−
+

=  
52) ك −−= xy 

هر يك از توابع زير را در حالت كلي  تابعي يك به يك باشند يك به يك بودن gو fاگر - 2
 .بررسي كنيد

gf) الف gf) ب    − ) ج      ×
g
f  

  
ها يك به يك اي در صورتي يك به يك است كه هر يك از ضابطهيك تابع چند ضابطه 

 .ها مجموعه تهي باشددوي ضابطههبوده و اشتراك برد دوب
  

)يك به يك بودن تابع  :مثال )
⎩
⎨
⎧

≥+
<+

= 132
11

xx
xx

xf را بررسي كنيد.  

  :حل
( ) ( ) 21212111 11 xxxxxfxf =⇒+=+⇒=  

  .اول يك به يك است ضابطه
( ) ( ) 2121212212 223232 xxxxxxxfxf =⇒=⇒+=+⇒=    

  .ضابطه دوم يك به يك است 
( )

( ) φ=∩⇒
⎭
⎬
⎫

∞+=⇒≥+⇒≥⇒≥

∞−=⇒<+⇒<
21

2
1

5532221
2211

RR
Rxxx

Rxx
,

,  

  .تابعي يك به يك است fبنابراين .ها نيز تهي استابطهضپس اشتراك برد 

)  را طوري تعيين كنيد تا تابع kحدود  :مثال )
⎩
⎨
⎧

≤+
>−

= 12
123

xkx
xx

xf اشديك به يك ب.  

ها نيز به يك هستند، كافي است اشتراك برد آن ها تابعي يكواضح است كه هر يك از ضابطه :حل
  .تهي باشد

( )
( ) 112222221

1123331
2

1 −≤⇒≤+⇒
⎭
⎬
⎫

+∞−=⇒+≤+⇒≤⇒≤

∞+=⇒>−⇒>⇒>
kk

kRkkxxx
Rxxx

,
,  
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  :تمرين
 .يك به يك بودن هر يك از توابع زير را بررسي كنيد - 1

)) الف )
⎩
⎨
⎧

≥−
<+

= 02
03

xx
xx

xf      ب (( )
⎩
⎨
⎧

≥+
<+

= 132
112

xx
xx

xf  

)) ج )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−

>+
=

01
03

2

2

xx
xx

xf      د (( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
<≤+

<+
=

24
202

012

xx
xx

xx
xf  

)) هـ )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−
<≤+

<−
=

34
321

222

xx
xx

xxx
xf    و (

x
xy
+

= 3  

xxy) ز xxy )ح        =2 =  

)را طوري تعيين كنيد تا تابع  aمقدار - 2 )
⎩
⎨
⎧

≥+
<+

= 352
3

xx
xax

xf يك به يك باشد. 

)را طوري تعيين كنيد تا تابع  kمقدار - 3 )
⎩
⎨
⎧

≤−
>+

= 12
123

xkx
kkx

xf يك به يك باشد. 

)را طوري بيابيد تا تابع  bو aمقدار - 4 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
<≤−+

−<+
=

22
212

11

xbx
xx

xax
xf تابعي يك به يك باشد. 

)تا تابع را طوري تعيين كنيد  mحدود  - 5 )
⎩
⎨
⎧

>−
≤+

=
mxx
mxx

xg 72
 .، يك به يك باشد53

  
  

  وارون تابع
  

)اگر وارون   ) }{ ByAxyxf ∈∈= به صورت  fيك تابع باشد، وارون تابع  ,,
( )( ){ }fyxxy به صورت نمودار نمايش داده شده  fاگر تابع . شودتعريف مي ,,∋

ي نقاط نمودار را نسبت به براي پيدا كردن وارون آن كافي است قرينه ،شدبا
xyخط  .رسم كنيم =

  
  .وارون هر يك از توابع زير را به دست آوريد :مثال
)) الف ) ( ) ( ){ }654321 ,,,,,=f                        ب(( ) ( ) ( ){ }354231 ,,,,,=g  
  :حل
)) الف ) ( ) ( ){ }563412 ,,,,,=f شود وارون تابعگونه كه مشاهده ميهمانf  يك تابع را

  .كندمشخص مي
) )ب ) ( ) ( ){ }532413 ,,,,,=g شود وارون تابع گونه كه مشاهده ميهمانg يك تابع نيست.  
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  :تمرين
تابع را مشخص  ،ارون كدام يكوارون هر يك از توابع زير را مشخص كنيد و معين نماييد و - 1

 .كندمي
)) الف ) ( ) ( ){ }432721 ,,,,,=g    ب (( ) ( ) ( ){ }432721 ,,,,,=g  
  )د            )ج

                     
  )و            )هـ

                  
 .د، خود نيز يك تابع باشfتحقيق كنيد چه شرط يا شرايطي بايد موجود باشد تا وارون تابع - 2

  

  

پذير را وارون fو گويندميfخود يك تابع باشد، آن را تابع وارون fاگر وارون  تابع 
اشد و وارون يك به يك ب fپذير است اگر و تنها اگروارون fبديهي است . نامندمي

 .دهيمنمايش مي f−1را با  fتابع 
  

)تابع وارون تابع  :مثال ) 53 += xxfرا در صورت وجود به دست آوريد.  
  .كنيمابتدا يك به يك بودن تابع را بررسي مي :حل

( ) ( ) 21212121 335353 xxxxxxxfxf =⇒=⇒+=+⇒=  
ي تابع وارون كافي براي به دست آوردن ضابطه .باشديك به يك است، پس وارون پذير مي fتابع

)را به جاي  yاست  )xf  قرار دهيم وx  را برحسبy به دست آورده، سپس جايx وy  را با
  .هم عوض كنيم

( ) 3
5

3
55353 1 −

=⇒
−

=⇒−=⇒+= − xxfyxyxxy  
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)اگر  :مثال ) ( ){ }4321 ,,,=f 1، توابع−f  و
f
  .را محاسبه كنيد 1

)يك به يك است پس  f :حل ) ( ){ }34121 ,,,=−f  و
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 4

132
111 ,,,

f
واضح است  .

و  f−1كه 
f
  .با هم مساوي نيستند 1

  .پذير زير را به دست آوريدتابع وارون هر يك از توابع وارون :مثال
) )الف      ) 43 += xxf        ب (( ) 042 <−= xxxf ,  

)) ج      ) xxxxf 662 23 ) )د      =++ ) xxf 5log=   
)) هـ      ) xxf 32 )) و      =− ) 11

≥+= x
x

xxf ,  

)) ز      ) 23
12

−
+

=
x
xxf  

پذيري لازم بررسي وارون است، پذيري توابع داده شده تصريح شدهبا توجه به اينكه روي وارون :حل
  .نيست

  )الف
 ( ) 31333 4444 −=⇒−=⇒−=⇒+= − xxfyxyxxy  

  )ب

( ) 44444 1022 +−=⇒+−=⇒+±=⇒+=⇒−= −
<

xxfyxyxyxxy
x                          

  )ج
( ) ( ) ( )

( )

( ) 12
2

2
212

212
21

21211332332

31

333

32323

−
+

=⇒

+
+−=⇒

+
=+⇒

+
=+⇒

−+=⇒−+++=⇒++=

− xxf

yxyxyx

xyxxxyxxxy

    

  )د
( ) xyx xfxy 55 1

5 =⇒=⇒= −log  
  )ه

( ) 3
2

3
2233232

2
1

2
22 xxfyxyxxyxy −

=⇒
−

=⇒−−⇒−=⇒−= −     
  )و

( ) 2
4

2
4

2
4

0111

21
22

522

22

−+
=⇒

−+
=⇒

−±
=⇒

=+−⇒
+

=⇒+=

−
∈

xxxf
yy

x
yy

x

yxx
x

xy
x

xy

f),(

  



www.Riazi100.ir

٥٢ 
 

  )ز
( )

( ) 23
12

23
12

12231223122323
12

1
−
+

=⇒
−
+

=⇒

+=−⇒+=−⇒+=−⇒
−
+

=

−

x
xxf

y
yx

yyxyxxyxyxy
x
xy

  

  .با هم مساوي شوند fو تابع  fرونوادارد تابع  در بعضي توابع امكان :توجه
  

   :تمرين
 .تابع وارون هر يك از توابع زير را در صورت وجود، به دست آوريد - 1

)) الف ) 5
31 xxf −

)) ب      = ) π23 −=xf  

)) ج ) 32 += xxf        د (( ) 322 −<+= xxxxf ,  
)) هـ ) xxxxf 33 23 )) و      =++ ) xxxf 33 −=  
)) ز ) ( )23 −= xxf log      ح (( ) ( )12 ++= xxxf log 

xyي برخورد تابع نمايي ي نقطهفاصله - 2  اين تابع واروني برخورد و نقطه هاyمحور با =2
 ها چقدر است؟xنمايي با محور 

)اگر  - 3 ) 12 ++= xxxfي ، ضابطه)(xf  .را به دست آوريد −1
)اگر  - 4 ) ( ) ( ) ( ){ }14305221 −= ,,,,,,f  و( ) ( ) ( ) ( ){ }03144132 ,,,,,,, −=g ،

  .را به دست آوريد gof−1تابع 
)اگر  - 5 ) xxf += )و  1 ) 2xxg 11ي تابع آنگاه ضابطه x<0و  = −− ofg را به دست آوريد. 
xxبا توجه به ماشين  - 6 )گر ، ا→→→ ) 12 −= xxf آنگاه ،( )0g  را به

 .دست آوريد
  
  
  

 :وارون يكديگر باشند داريم gو  fاگر دو تابع  

fgfg DRRD == ,  
  :داريم ∋fDxو براي هر      

( )( ) xxfg =  
  :داريم ∋gDxو براي هر      

( )( ) xxgf =  
  

f g
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)نشان دهيد توابع  :مثال ) 52 += xxf  و( ) 2
5−

=
xxg وارون يكديگرند.  

    :حل

( )( ) xxxfxgfDx g =+
−

×=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=∈ 52
522

  دلخواه:5

( )( ) ( ) xxxgxfgDx f =
−+

=+=∈ 2
  دلخواه:55252

)آيا دو تابع  :مثال ) 2
1+

=
xxf   و( ) 12 += xxg ؟هستند وارون يكديگر  

  :حل
  :روش اول

( )( ) ( ) xxxxfxgfDx g ≠+=
++

=+=∈ 12
  دلخواه :11212

  :روش دوم
f∈),( 2

),(∌g ولي  10 02
1.  

  : روش سوم

( ) ( ) ( )xgxxfyxxyxyxxf ≠−=⇒−=⇒+=⇒
+

=⇒
+

= − 1212122
1

2
1 1  

  .وارون يكديگر نيستند gو  fبنابراين 
)برد تابع وارون تابع  :مثال )

24 −+
=

x
xxf  را به دست آوريد.  

ffدانيم مي :حل
DR   .را به دست آوريم fي تعريف تابع پس كافي است دامنه .1−=

( ) ( ) ( ) ( )∞+∪−=⇒∞∪−=⇒
⎩
⎨
⎧

≠
−≥

⇒
⎩
⎨
⎧

≠⇒≠+⇒−+

≥+

− ,,,, 004004
0

4
02424

04

1ff RD

x
x

xxx

x

  

) :مثال ) 424
31

<≤
−

= xxxf   .را به دست آوريد f−1ي تابع دامنه. داده شده است ,
ffدانيم مي :حل

RR   .را به دست آوريم fبرد تابع  است پس كافي. 1−=

],(],( 4
5

4
11

4
5

4
11

4
5

4
11

4
5

4
31

4
1153111631242

1
−−

=⇒
−−

=⇒−≤<
−

⇒

−≤
−

<
−

⇒−≤−<−⇒−≤−<−⇒<≤

−ff DRy

xxxx
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  :تمرين
)ي تابع وارون تابع دامنه - 1 ) 3242 ≥+−= xxxxf  .را به دست آوريد ,
)ي تابع وارون تابع دامنه - 2 ) 0322 <+−= xxxxf  .را به دست آوريد ,
)وارون تابع  ي تابعدامنه - 3 ) 3142 >++−= xxxxf  .را به دست آوريد ,
]برابر  fاگر برد تابع يك به يك  - 4 )52 هر يك از توابع زير را به  واروني تابع دامنه باشد، −,

 .دست آوريد
)) الف ) ( )2+= xfxg      ب (( ) ( )3−= xfxg  
)) ج ) ( ) 32 −= xfxg      د (( ) ( )231 −−= xfxg 

 .يكديگر هستند وارونكدام دسته از توابع زير  - 5
( ) ( ) 33 2 +=−−= xxgxxf ,)1  
( ) ( ) ( )3 211 −=+= xxgxxxf ,)2  
( ) ( ) ( )3 23 1515 −−=++= xxgxxf ,)3  
( ) ( ) ( ) ( )55 23

132 xxgxxf +=−= ,)4  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

≥−

<−
=

⎩
⎨
⎧

≥+

<+
=

11
11

01
01

2 xx

xx
xg

xx
xx

xf ,)5 

13تابع  واروندامنه تابع  - 6 −−= xy را به دست آوريد. 
  

اي در صورت وجود وارون هر يك براي به دست آوردن تابع وارون يك تابع چند ضابطه 
ي نظير برد ضابطه ،ي هر ضابطهبديهي است دامنه. آوريمها را به دست مياز ضابطه

 .در تابع اصلي است
  

)پذير تابع وارون تابع وارون :مثال )
⎩
⎨
⎧

≥+
<−

= 142
12

xx
xx

xf را به دست آوريد.  

  :ي اول داريمبراي ضابطه :حل
( )1121 1 −∞−=⇒−<−⇒< ,Rxx  

  :در نتيجه
( ) 222 1

1 +=⇒+=⇒−= − xxfyxxy  
  :ي دوم داريمبراي ضابطه

[ )∞+=⇒≥+⇒≥⇒≥ ,6642221 2Rxxx  
  :در نتيجه

2
4

2
44242 1

2
−

=⇒
−

=⇒−=⇒+= − xxfyxyxxy )(  



www.Riazi100.ir

٥٥ 
 

  .بودبه صورت زير خواهد  fي تابع وارون بنابراين ضابطه

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
−

−<+
=−

62
4

12
1

xx
xx

xf  

  
  :تمرين

 .ي تابع وارون هر يك از توابع زير را در صورت وجود به دست آوريدضابطه - 1

)) الف )
⎩
⎨
⎧

≥+

<+
= 01

01
2 xx

xx
xf    ب (( )

⎩
⎨
⎧

<≤+
<≤

= 211
10

xx
xx

xf  

)) ج )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
=

13
12

x
x

xf
x

x

)) د       )
⎩
⎨
⎧

≤+
>−

= 01
022

xx
xxx

xf  

)) هـ )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
<≤+

<+
=

29
2032

01

xx
xx

xx
xf    و (( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

<−−
=

1
101

012

xx
xx

xx
xf

log
 

)اگر  - 2 )
⎩
⎨
⎧

≥−+−

<+−
= 2114

214
2 xxx

xx
xf مقدار ،)( 111 −−f را به دست آوريد. 

  
  

xyدر صورت وجود روي خط  f−1 و fتابع صعودي اكيد باشد، محل برخورد fاگر  = 
 .ردقرار دا

  
)اگر  :مثال ) 83 −+= xxxfي تلاقي ي نقطه، فاصلهf 1 و−f  تا مبدأ مختصات را محاسبه
  .كنيد
  :حل

( ) ( )21

2
3
21

3
12

3
21

3
1

21

3
2

3
1

21 88

xfxf

xxxxxxxx
xx
xx

xx

<⇒

−+<−+⇒+<+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

<
⇒<  

  .صعودي اكيد است fتابعدر نتيجه 
xyو خط  fكافي است محل تلاقي f−1و fبنابراين براي محاسبه محل تلاقي را در صورت  =

  .وجود محاسبه كنيم

2244

22888 333

=+=⇒

==⇒=⇒=−+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−+=

d

yxxxxx
xy

xxy ,   
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)نقاط برخورد تابع  :مثال ) 1+−= xxxf  ش، در صورت وجود پيدا كنيدوارونرا با.  
[ ) 2121 1 xxxx <∞+−∈   دلخواه ,,,

( ) ( )212211

2121

21
21

11
1111

xfxfxxxx

xxxx

xx
xx

<⇒++<++⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+<+⇒+<+

<
⇒<   

  .صعودي اكيد است fتابع
  :داريم ي برخوردنقطهبراي پيدا كردن 

11011
1

−=−=⇒=+⇒++=⇒
⎩
⎨
⎧

++=

=
yxxxxx

xxy

xy
,  

  
  

  :تمرين
)ي برخورد تابع نقطه - 1 ) xxxf 23  .ش، در صورت وجود به دست آوريدوارونرا با =+
)دار تابع نمو - 2 ) 3 xxf  .ها را به دست آوريدمختصات آن ؟ي تلاقي دارندش چند نقطهوارونبا  =
xyروي خطي غير از خط  در صورت وجود،f−1و fي تلاقيآيا ممكن است نقطه - 3 قرار  =

 .نيدگيرد؟ ادعاي خود را ثابت ك
)اگر تابع  - 4 ) ( ) ( ) ( ) xxaxaxaxf 3421 234  وارون ،پذير باشدوارون ℜدامنه  با =++++++

xyآن خط  كند؟را در چند نقطه قطع مي =
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  توابع متناوب

  
  

موجود باشد، كه  Tرا متناوب ناميم هرگاه يك عدد حقيقي مثبت مانند  fتابع  
  :داشته باشيم ∋fDxبراي هر 

( ) ( ) fDTxxfTxf ∈+=+ ,  
  .دنامنمي fهاي بالا را دوره تناوبخاصيتبا  T ترين عددكوچك 

  
xyبا استفاده از رسم نمودار دوره تناوب تابع  :مثال sin= را تعيين كنيد.  
  :حل

  
شود كمترين طولي كه نمودار تابع در آن عيناً تكرار                      گونه كه از نمودار مشاهده ميهمان
  .باشدمي π2=Tپس دوره تناوب تابع . استπ2شودمي

13دوره تناوب تابع  :مثال −= xy sin را تعيين كنيد.  
13با توجه به اينكه براي رسم نموار تابع  :حل −= xy sin توانيم ابتدا نمودار تابعميxy sin=  را
م ها و يك انتقال به راست، نمودار تابع را رسم كنيyبا يك انبساط در جهت محور را نمودار و رسم

xyدر واقع دوره تناوب اين تابع با تابع   sin= اين مطلب در شكل زير به خوبي قابل . يكسان است
  .باشدمشاهده مي
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)باشد توابع  Tتابعي متناوب با دوره تناوب fدر حالت كلي اگر :توجه ) bxafy يز متناوب ن =+
)ولي دوره تناوب تابع . خواهند بود Tبا همان دوره تناوب  )axfy برابر  =

a
π2 به علت ( .است

  ).هاxانقباض و انبساط در جهت محور 
21آيا تابع  :مثال xy   ت؟ چرا؟ متناوب اس =−
]زيرا  -خير :حل ]11 ,−=fD  و شرطfDTx   .تواند براي تابع برقرار باشدنمي +∋
  .متناوب است؟ در صورت متناوب بودن دوره تناوب آن را تعيين كنيد y=2آيا تابع  :مثال
  :هر عدد حقيقي مثبت كه باشد داريم Tپس. است ℜدامنه تعريف تابع برابر :حل

( ) ( )⎩
⎨
⎧

=+

∈+

xfTxf

DTx f  

  .ترين عدد حقيقي مثبت وجود ندارد، پس دوره تناوب ندارداما چون كوچك. پس تابع متناوب است
  

  :تمرين
  .دوره تناوب توابع زير را در صورت وجود، به دست آوريد

)) الف      ) π=xf        ب (( ) xxf cos=  
)) ج      ) 42 −= xxf cos      د (( ) xxf 3sin=  
)) هـ      ) 42 −= xxf      و (( ) )cos( 4231 π

−−= xxf  
  

 :توانيم از دستورهاي زير استفاده كنيمبراي تعيين دوره تناوب مي 

( ) ( )
a

Taxyaxy
Nn

nn π21212 =⇒==
∈

−− cos,sin )1  

( ) ( )
a

Taxyaxy
Nn

nn π21212 =⇒==
∈

−− cos,sin )2  

( ) ( ) ( ) ( )
a

Taxyaxyaxyaxy
Nn

nnnn π
=⇒====

∈
cot,tan,cos,sin 22 )3  

( ) ( ) ( ) ( )
a

TaxBaxAyaxyaxy π
=⇒+=== cossin,cos,sin )4  

  
  .كنيمدوره تناوب توابع زير را تعيين مي :مثال

( ) ππ
==⇒= 2

223 Txy sin )1  
( ) 222 π

=⇒= Txy sin )2  
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( ) ππ
==⇒−= 2

223 Txy sin )3  

( ) ππ
==⇒= 2

223 Txy sin )4  

( ) πππ
=

−
=⇒−−= 2

22134 Txy sin )5  

( ) 332 π
=⇒= Txy tan )6  

3
1

33424 2 =
−

=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

π
π

π
π Txy cot )7  

163دوره تناوب تابع  :مثال
2

1 −+= )sin( πxy  چند برابر دوره تناوب تابع)(sin xy 2
32

2 = 
  .است
  :حل

2
9

3
2
3

3
2

2
33

3
2

2
2
1

21 ==⇒====
π
πππππ

T
T

TT ,  

  
  :تمرين

  .دوره تناوب توابع زير را تعيين كنيد
)) الف      ) 143 2 −= xy cos      ب (( ) 7212 3 +−−= xy sin  
13) ج     

2
5

33 −−= )(sin xy π    د (xy 4sin=  

12) هـ      += xy cos      و (
⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
Ox
Ex

y
,
,

0
1  

) ز     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈
= cQx

Qx
y

,

,

0
1  

)Q،cQ،E  وO هستند طبيعي و فردطبيعي اعداد گويا، گنگ، زوج  هايبه ترتيب مجموعه(.  
  
  

  

  :توابع زير متناوب نيستند 
زير راديكال و يا تواني غير از يك داشته باشد  xتوابع مثلثاتي كه در آن كمان •

  .متناوب نيستند
ابع، كمان با يكي از چهار عمل اصلي با نسبت مثلثاتي قرار گيرد، تابع هر گاه در ت •

 .متناوب نيست
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  .توابع زير متناوب نيستند :مثال
 )الف     

x
y 1cos=      2) بxy sin=  

3) ج      xy tan=      د (xxy sin−=  
xy) هـ      sin=  

  

  :تمرين
  .ها را تعيين كنيداز بين توابع زير توابع متناوب را مشخص كرده، دوره تناوب آن

xy) الف      cos=        ب (xxy cos=  
xxy) ج      tan+=      د (

x
y 1cot=  

)) هـ      )xy π21−= sin      و (xxy cos+= 2  
  

  جزء صحيح

  

بيشتر  xترين عدد صحيحي است كه از جزء صحيح آن بزرگ xبراي هر عدد حقيقي  
]را با نماد  xجزء صحيح . نيست ]x  يا⎣ ⎦x يعني براي هر عدد . دهيمش مينماي

 :طوري كهبه موجود است  pيك عدد صحيح  xحقيقي 

[ ] pxpxp =⇒+<≤ 1  
  

  :مثال

23) الف      −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

π        13) ب =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡π  

]) ج      ] 23 ]) د        −=− ] 2176 =log  

14) هـ     
7

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ πsin   

  .كنيممعادلات زير را حل مي :مثال
[ ] 433 <≤⇒= xx )1  

2
1171421115211253

21443
21

−≤<−⇒<−≤⇒<−≤⇒<
−

≤⇒=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − xxxxx )2  

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]( ) 0120232 =−−⇒=+− xxxx )3  
[ ] [ ]
[ ] [ ] 3121101

32202
<≤⇒

⎩
⎨
⎧

<≤⇒=⇒=−
<≤⇒=⇒=−

⇒ x
xxx
xxx

  

[ ] 54 1010544 <≤⇒<≤⇒= xxx loglog )4  
]جواب ندارد  ] [ ] 3

223 =⇒= xx )5  
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  .نامعادلات زير را حل كنيد :المث
] )الف      ] 2<x        ب ([ ] 2≤x  
]) ج      ] 2

1
−<x      د ([ ] 2−≤x  

⎦⎥) هـ     
⎤

⎢⎣
⎡ <

+ 42
13x      و ([ ] [ ] 0232 <+− xx  

]) ز      ] 82 <xlog  
  :حل

[ ] [ ] 212 <⇒≤⇒< xxx )الف  
[ ] 32 <⇒≤ xx )ب  
[ ] [ ] 002

1
2
1

<⇒<−<⇒−< xxx )ج  
[ ] [ ] 1122 −<⇒−<−≤⇒−≤ xxx )د  

3
781342

1342
13

<⇒<+⇒<
+

⇒<
+ xxxx   هـ( ][

]جواب ندارد  ] [ ]
[ ]

[ ] 2121023023 22 <<⇒<<⇒<+−⇒<+−
=

xtttxx
tx

  و( 
[ ] 9

22 299 <⇒<⇒< xxx loglog )ز  
  

  :تمرين
  .نامعادلات زير را حل كنيد

]) الف      ] 31 ≤− x        43) ب
21 ≤

+
≤− ][ x  

]) ج      ] 21
≤

x
35) د          

312 ≤
−

<− ][ x  

]) هـ      ] [ ] 062 <++− xx      و ([ ] [ ] 122 +≤ xx  
  

                 .دستورهاي زير براي جزء صحيح همواره برقرار است 
[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]
[ ] 00

00

121
1

10
1

0

<⇒<
≥⇒>

=
−

+++++++

≤<−
<−≤
⎩
⎨
⎧

∉−
∈

=−+

±⇒±
∈

xx
xx

nx
n

nx
n

x
n

xx

xxx
xx

Zx
Zx

xx

kxkx
zk

][...][][
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]ي عادلهم :مثال ] [ ] [ ] 523 =+−++ xxx را حل كنيد.  
  :حل

[ ] [ ] [ ] [ ] 544523 <≤⇒=⇒=−−++ xxxxx  
54ي معادله :مثال 2 =+ xx   .را حل كنيد ][
  :حل

[ ]
[ ] ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
⇒=−+⇒∈⇒∈⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

∈

4
5

1
054

54

4
22

2

2

x

x
xxzxzx

xx

zx
  

]يمعادله :مثال ] [ ] [ ]xx
xx

−
=−+

  .را حل كنيد 1

  دانيممي :حل

[ ] [ ]
⎩
⎨
⎧

∉−
∈

=−+
zx
zx

xx 1
0  

تواند باشد، بنابراين صورت كسر طرف دوم عدد يك است پس طرف اول صفر نميبا توجه به اينكه 
zx∉  است و داريم −1و برابر:  

]جواب ندارد ] [ ]
[ ] 10

111
<−<

⇒−=−⇒
−

=−
xx

xx
xx

  

]معادله  :مثال ][ ] 92 −=+ xx را حل كنيد.  
  :حل

[ ] [ ] [ ] [ ] 2339392 −<≤−⇒−=⇒−=⇒−=+ xxxxx 

]ادله مع :مثال ]
[ ] 1
2

=
−
−
x

xx را حل كنيد.  

  :حل
[ ] [ ] [ ] [ ]xxxxxx −+=⇒−=− 22  

02داريم  ∋Zxاگر : حالت اول =x 0و از آنجا=x.  
12داريم  ∌Zxاگر : حالت دوم −=x تكه داراي جواب نيس.  

  
  

  :تمرين
 .هر يك از معادلات زير را حل كنيد - 1

]) الف ] [ ] [ ]xxx −+=++ 112) ب    423
−=

− ][
x

x  

42) ج
1
=

−
− ][

x
x        د ([ ] [ ] 21

−=+ x
x

  

]) هـ ] 52
1
=++ ][xx 

 غير قابل قبول
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 .هر يك از نامعادلات زير را حل كنيد - 2

]) الف ] [ ] [ ] [ ]3212 −≤++−+ xxxx  ب ([ ] 13
2

2
1

−>⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ xxx  

]) ج ] 2+> xx        د ([ ] xx +< 3  
]) هـ ] [ ] xxx >+−+ 1  
  
  

دهد، تابع جزء صحيح ناميده تابعي كه به هر عدد حقيقي، جزء صحيح آن را نسبت مي 
)شود و با مي ) [ ]xxf  .شودنمايش داده مي =

  
  

)رد تابع دامنه و ب :مثال ) [ ] 2
32 −= xxf را تعيين كنيد.  

  :حل 
,ℜ=fD  
[ ] [ ] [ ]

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈−=⇒

∈−=−⇒=⇒∈=⇒ℜ∈

ZkkR

ZkkxkxZkxx

f 2
32

2
322

3222 ,
  

]دامنه و برد تابع  :مثال ] [ ]xxy   .را تعيين كنيد =+−
  دانيممي :حل

[ ] [ ]
⎩
⎨
⎧

∉−
∈

=−+
Zx
Zx

xx 1
0   

  :بنابراين داريم
,ZD f =  
[ ] [ ] { }000 =⇒=⇒=−+⇒∈ fRyxxzx  

دامنه و برد تابع  :مثال
[ ]xx

y
−

=
  .را تعيين كنيد 1

]لازم است  :حل ] 0>− xx باشد،  

[ ]
[ ]

[ ] [ ] ,ZDZxxxxxxx f
xx

−ℜ=⇒∉⇒≠⇒≠−⇒<−≤
>−

010
0

  
[ ] [ ]

[ ]
( )∞+=⇒>

−
⇒<−<⇒<−<⇒−ℜ∈ ,1111010 fR

xx
xxxxZx  

  
]نمودار تابع  :مثال ] 12 −−= xy را رسم كنيد.  
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]دانيم نمودار تابع مي :حل ]xy   .به صورت مقابل است=

  
ضرب شود، سپس تمام نقاط آن يك واحد به  - 2هاي نقاط اين نمودار در yپس لازم است ابتدا 

  .آيدبنابراين نمودار به صورت زير در مي. سمت پايين انتقال يابد

  
][نمودار تابع  :مثال xy ]ي را در فاصله = )90   .رسم كنيد ,
  داريم :حل

2103090 ,,][ =⇒<≤⇒<≤ xxx  
010100 =<≤⇒<≤⇒= yxxx ,][  
141211 =<≤⇒<≤⇒= yxxx ,][  

294322 =<≤⇒<≤⇒= yxxx ,][  
  .آيدو نمودار به صورت زير در مي
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52نمودار تابع  :مثال −+= xxxy ]ي را در فاصله ][ )40   .كنيد رسم ,
  :حل

[ ]
[ ]

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

−=
<≤

⇒<≤⇒=

⎩
⎨
⎧

−=
<≤

⇒<≤⇒=

⇒=⇒<≤⇒<≤

53
41211

52
10100

102040

xy
x

xx

xy
x

xx
xxx ,  

  
  
  

  :تمرين
 .نمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد - 1

]) الف ] [ ]22 ,, −−= xxy    ب ([ ] [ ] [ ]33 ,, −−+= xxy  
]) ج ] ( )3112 ,, −−= xy    د (( ]10143 ,,−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=
xy  

]) هـ ] ( )131 ,, −+−= xxy    و ([ ] ( ]122 ,, −−= xy 
 .نه و برد هر يك از توابع زير را تعيين كنيددام - 2

]) الف ]xy 1
]) ب        = ] 3−= xy  

]) ج ]
3
x

y =  
  

)براي رسم نمودار تابع   ) ( )[ ]xgxf )توانيم ابتدا نمودار تابع ، مي= )xgy را رسم  =
zkkyسپس خطوط . كنيم ∈= را رسم نموده و در انتها هر قسمت از نمودار را  ,

محل تلاقي . كه بين دو خط افقي متوالي قرار گرفت را روي خط پاييني تصوير كنيم
 .باشداي توپر ميخطوط افقي با نمودار نقطه
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]نمودار تابع : مثال ]2xy   .را رسم كنيد =
  :حل

  
]بع نمودار تا :مثال ]xy log= را رسم كنيد.  
  :حل

  
]نمودار تابع : مثال ]xy sin= ي را در فاصله[ ]π20   .رسم كنيد ,
  :حل
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  :تمرين
  .نمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد

]) الف      ] [ ]π20 ,,cos xy ⎦⎥) ب    =
⎤

⎢⎣
⎡ += 2

12xy  
]) ج      ]xxy 22 ]) د        =− ] [ ]021 ,,sin π−−= xy  
]) هـ      ] [ ]π201 ,,cos xy ]) و    =− ]xy 3=  

  
  :هاي تكميليتمرين

)آيا توابع  - 1 )
12

12
2

2

+−

−−
=

xx

xxxf  و( )
⎩
⎨
⎧

<−
>+−

= 11
11

xx
xx

xg مساويند؟ 

 :توابع آيا - 2

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠+
+

−
−=

01
021

1
1

1

x

x
xxxf

)و  ][][ )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+

−
−

−=
01

011
x

x
x

x
x

x
xg

][][ 

 ؟مساويند
)اگر - 3 ) ( ) ( ) ( ){ }04231231 ,,,,,,, −=f  و( ) ( ) ( ) ( ){ }10510331 ,,,,,,, −=g مطلوب است 

 :ين توابعيتع

) ب          gof) الف
11 −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
og

f
  

⎟) ج
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1 xf        د (( )xf 21−  

g) هـ
g

f 21 +−
)) و         ) 113 −+gfo  

)) ز ) 12 −× fogf        ح (
f
g

3
2 1−−  

)اگر  - 4 ) ( ) ( ) ( ){ }02504132 ,,,,,,, −=f  و( ) xxg  :مطلوب است تعيين توابع =−4
11) الف −− ofg        ب (( ) 1−fog  

) ج
g
f

3
2 )) د        −−1 ) 111 1 −−− −− ggof  

) )هـ )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−

2

2
1

1

xg

xf        و (fo
g

11 −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 

)اگر  - 5 ) ( ) ( ){ }a,,,,, 55221=f  1و توابع−fof  وoff  .را بيابيد aمساوي باشند  −1
)اگر  - 6 ) ( ) xxxff 512 2  .را بيابيد fضابطه تابع  +−=+
)اگر  - 7 ) ( ) 12431 2 +=++− xxff  ضابطه تابعf را بيابيد. 
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)اگر  - 8 ) ( ) ( )21352 fxfxf )، مقدار +−=+ )0f را بيابيد. 

)بازه  fاگر دامنه تابع  - 9 )و برد آن بازه  −∞,3( )∞+− )(تابع  دامنه. باشد 1, 2
1 xfy را  =−

 .بيابيد
]هاي به ترتيب بازه fاگر دامنه و برد تابع  -10 ] [ ]321 ,,, دامنه و برد ، باشد −+∞−

)ابعت ) 2131 −+−= − xfy  را بيابيد. 

)اگر  -11 )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= 204

132
352

14 ,,),(,),(,),(f  كنيدمعادلات زير را حل. 

212) الف
1

=− )( x
f

)) ب       ) 3121 =+− xf 

)()(اگر  -12 43 −= xfxg  وxxxf +=−  .را بيابيد g−161)(، حاصل 1)(
)اگر  -13 )xD  تابع ديريكله و تابع( )tuc لوب است تعيين توابع زيراي واحد باشند مطتابع پله: 

 toDu5)() ب        tDou5)() الف
touu)() د        tDoD)() ج 55 

 .اي زير را مشخص كنيدهاي توابع چند رابطهضابطه -14
)) الف ) ( )tutu ππ )) ب      −2 ) ( )( )tutut 1

3 −. 
)را بر حسب توابع زير  -15 )tuc بنويسيد. 

)) الف ) 821 <≤= xxf      ب (( ) 853 <≤= xxg  
)) ج ) 1052 <≤= xxxh      د (( ) π20 <≤= xxxk sin 

)اگر   -16 )
⎩
⎨
⎧

<
>+

= 02
01

xx
xx

xf          و( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≤

−>
=

12

12

xx
xx

xg هاي توابعضابطهfog  وgof 

 .را مشخص كنيد

)اگر  -17 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

<+
=

24
215

2 xx

xx
xf          و( )

⎩
⎨
⎧

≥+
<−

= 132
154

xx
xx

xg   توابع  هايضابطه

fog  وgof را بيابيد. 

)اگر  -18 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

>
−

=
0
01

xx

x
xxf    ضابطه تابعfof يدرا بياب. 

]با دامنه  fاگر تابع  -19 ]21 )و ) اكيد(صعودي  −, ) 01 =f زير را بيابيد دامنه توابع. 
)) الف ) ( ) ( )xfxxg −= )) ب      1 ) ( )xfxxh −= 3  

)) ج ) ( ) )( 22 xfxxk )) د    =+ ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 134 32 xfxxxm  
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