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  توابع مثلثاتي

  
  

xyتوابع   sin=  وxy cos= ترين توابع مثلثاتي هستند كه به ازاي هر مقداراز ساده x 
  x با تغييراست و  ℜاند به عبارتي دامنه اين توابع، مجموعه اعداد حقيقي تعريف شده

باشند كه در حقيقت مي - 1و  1آيد اعدادي بين به دست مي xcosو  xsinمقاديري كه براي 
]برد اين توابع  ]11   .شودمي −,

bxayترين مقدار توابع  تر، بيشدر حالت كلي  sin=  وbxay cos= ،a ترين مقدار  و كم
a− ها  و دوره تناوب آن

b
π2 باشندمي.  

cbxayترين مقدار  ترين و كم چنين بيش هم  += sin  وcbxay += cos عبارتست از:  
     ca +−=min          وca +=max  

  
xxfدر تابع  :مثال 32sin)( دوره تناوب تابع را مشخص كرده، نمودار ، Tمقادير حداقل و حداكثر و  =−
],[ي  در بازهآن را  T0 رسم كنيد.  
  :حل

3
22222 π

==−=−=−−= Tff ,max,min  
چنين نقاطي كه تابع صفر  آورده، هم دست را به داردي رسم، نقاطي كه تابع مقادير حداكثر و حداقل برا
xyسپس با توجه به نمودار توابع  .كنيمشود را نيز مشخص ميمي sin=  وxy cos=  شكل را كامل
  .كنيم مي

22
3313322 ππ

=⇒=⇒−=⇒−= xxxx sinsin  

62313322 ππ
=⇒=⇒=⇒−=− xxxx sinsin  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⇒=

=⇒=

=⇒=

⇒=⇒−=

3
223

33
003

03320
ππ

π
π

xx

xx

xx

xx sinsin  

  :نمودار تابع به صورت زير است
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  )موج كسينوسي(به نمودار رسم شده را بنويسيد  مربوطمثلاتي تابع  :مثال

  
  :حل

213
1

==⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+==

+−=−=
ac

cay

cay
,

max

min  

  :چنين هم. باشد چون موج كسينوسي از بالا شروع شده استمي a=2با توجه به شكل 
( ) 12222

+=⇒=⇒=⇒= xyb
b

T cosπππ  

)نوسانات عمودي داشته باشد و ضابطه اين نوسانات  ،اگر آونگ يك ساعت بزرگ :مثال ) 6102 +=
ttd πcos 

  ،)برحسب متر dبر حسب ثانيه و  t(باشد 
  .رودآونگ از حالت تعادل حداكثر چند متر بالا مي) الف
  .كشد تا يك نوسان كامل انجام گيردچه مدت طول مي) ب
  دهددقيقه انجام مي 2پاندول چند نوسان كامل در مدت ) ج
  .نمودار تابع را در يك دوره تناوب رسم كنيد )د

   )الف :حل
10در واقع بايد بيشترين مقدار تابع را محاسبه نمود، بنابراين كافيست به جاي 
tπcos  يك قرار داده عدد

cadيعني  +=max  862بنابراين =+=dmax.  
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   )ب

20گيرد    ثانيه يك نوسان كامل انجام مي 20در 
10

22
10 ===⇒=

π
πππ

|| b
Tb  

   )ج
620120كامل نوسان 120602ثانيه       ⇒÷= =×    

  )د
200210010110610288 ==⇒==⇒=⇒+=⇒= ttttttd ,,coscosmax πππππ  

1010110610244 =⇒=⇒−=⇒+=⇒= ttttd ππππ coscosmin  

1552
3

102100100 ==⇒==⇒=⇒= tttttd ,,)cos( πππππ  
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  :تمرين

 .اند را بنويسيدها رسم شده معادله توابعي كه شكل آن - 1
  )ب          )الف

             
  
  )د            )ج

           
ا مريم و زهر. توانند سوار شونددر يك نمايشگاه چرخ و فلكي قرار دارد كه در هر كابين آن دو نفر مي - 2

متر با زمين فاصله  4تصميم گرفتند سوار يكي از كابينهاي چرخ و فلك شوند كه محل استقرار آنها 
ترين نقطه كه يك متر كه در بدو حركت به طرف پايين استحركت اين چرخ و فلك بدين گونه  رددا

د و مدت نكت ميحرك داردله صمتر با زمين فا 7، آمده و سپس به بالاترين نقطه كه ردله داصبا زمين فا
كشد تابع مربوط به ارتفاع كابين مريم و زهرا نسبت به زمين را ثانيه طول مي 12زمان يك دوران كامل 

 ؟نيز نوشتتوان اين تابع را به صورت تابع كسينوسي به صورت يك تابع سينوسي بنويسيد؟ آيا مي
cbxayاگر حداقل و حداكثر تابع كسينوسي  - 3 += cos با (باشد  12و دوره تناوب آن  9و  5رتيب به ت

00شرط  << ab آغاز  x=0آيا موج كسينوسي اين تابع حتماً بايد از  .معادله اين تابع را بنويسيد) ,
 .شود
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)در حالت كلي به صورت  يو كسينوس يتوابع سينوسي  معادله  )[ ] dctbay +−= sin  و

( )[ ] dctbay +−= cos كه مقدار  باشدميc  نمايشگر تعداد واحدي است كه( )btay sin= 
)و  )btay cos= 0هرگاه  .دنيابها انتقال مي در راستاي محور طول>c  انتقال به طرف راست

تعداد  d .گيردها صورت مي انتقال در جهت چپ محور طول c>0ها و هرگاه  محور طول
)واحدي است كه توابع  )[ ]ctbay −= sin  و( )[ ]ctbay −= cos ها  در راستاي محور عرض

انتقال در جهت پايين صورت  b>0انتقال به طرف بالا و اگر  b<0اگر . شود منتقل مي
 .گيرد مي

  
با ( را بنويسيد است شدهي تناوب رسم  مثلاتي زير كه در يك دوره معادله تابع مربوط به نمودار :مثال
  .)a<0شرط

  
  :حل

512
5154 ///
=

−
=a  

22
44

5
=⇒=⇒=−= b

b
T πππππ  

4سينوسي است كه از  نمودار شبيه نموداربا توجه به شكل، چنين  هم
π

=x موج  يعني. شروع شده است

4سينوسي به اندازه
π 4پس  .به طرف راست منتقل شده است

π
=c و مقدارd نيز برابر است با:  

32
5154

2 =
+

=
+

=
//minmax yyd  

  :تابع به صورت زير است ي در نتيجه معادله
34251 +−= )](sin[/ πty  

3251به صورت توان  ي فوق را مي تحقيق كنيد آيا معادله +−= ty cos/ نيز نوشت؟  
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  ي رابطه ارتفاع يك موج سوار نسبت به سطح زمين در حركت بر روي آب از :مثال

 ( ) ( ) 12153010 +−= ]sin[ tth π    
  )برحسب ثانيه tبرحسب متر و  h. (آيدبدست مي

  ؟ترين ارتفاع موج سوار چقدر است ترين و كم بيش) الف
  ارتفاع برسد؟ ترين نقطه با بيشبه  ترين ارتفاع با كم كشد تا موج سوار از نقطهطول ميچه مدت ) ب
  كشد تا يك حركت نوساني كامل انجام گيرد؟چه مدت طول مي) ج
  ؟متر خواهد بود 17هايي ارتفاع موج سوار نسبت به سطح زمين  چه زماندر در طول يك دقيقه  )د

  :الف :حل

21012
221210

=−=
=+=

h
h

min
max  

  :ب 
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

s

ttt

tt

ttt

tt

30030

0151521530

11530212153010

30151521530

115302212153010

=−⇒

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=⇒−=−⇒−=−⇒

−=−⇒=+−

=⇒=−⇒=−⇒

=−⇒=+−

ππ

ππ

ππ

ππ

]sin[]sin[

]sin[]sin[

  

  :ج 
s

b
T 60

30

22
===

π
ππ  

60302 كه دوره تناوب توان تشخيص دادبا استفاده از قسمت ب نيز مي   .شودنيه ميثا ×=
  ) د

( ) 40206
51530615302

1153017 ==⇒=−=−⇒=−⇒= tttttth ,)(,)())(sin( πππππ  
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  :تمرين

 روز از تابعدر هر ساعت از شبانهونكوور در كانادا ي  هاي جزيره ارتفاع آب در يكي از ورودي - 1

( ) 133
2

65 +−= )sin( ππ tth  
 .آيدبه دست مي

  گردد؟يمم ميسدر هر روز چند بار عمق آب ماك) الف
  شود؟يمم ميسماك در چه ساعاتي از روز عمق آب) ب
 ترين عمق آب چقدر است؟ ارتفاع بيش) ج

m81در نزديكي يك لنگرگاه بيشترين مقدار عمق آب  - 2 m10صبح و كمترين عمق آب  9در ساعت  / / ،
 .افتدساعت بعد اتفاق مي 6

  .بنويسيد ارتباط بين عمق آب و زمان را به صورت يك تابع كسينوسي) الف
  .ارتباط بين عمق آب و زمان را به صورت يك تابع سينوسي بنويسيد) ب
 بعد از ظهر عمق آب چقدر است؟ 5در ساعت ) ج

براي هر شكل يك معادله سينوسي و يك  .اند را بنويسيدها رسم شده معادله توابع مثلثاتي كه شكل آن - 3
 .معادله كسينوسي بنويسيد

  )ب          )الف

            
  )د            )ج
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 اگر - 4

33
παπ

<<
312و  _ 2 __cos m=α حدود ،m را بيابيد. 

 .بيابيد زير را ابعوبرد ت - 5
13 2 += xy sin )الف  

14
_)sin( π+= xy )ب  

12 _sinsin xxy   ج( =+
132 ++= xxy sinsin )د  

 ك تابع سينوسي را چگونه مي توان به صورت يك تابع زوج درآورد؟ي - 6
 يك تابع كسينوسي را چگونه مي توان به صورت يك تابع فرد درآورد؟ - 7

∋),(اگر  - 8 6
5

6
ππx  24و

22
m

m
x

+

_
=sin  مقدارm در چه فاصله اي قرار مي گيرد؟ 

xyبع اونزولي بودن ت ياصعودي  - 9 sin=  وxy cos=  را در چهار ناحيه دستگاه مختصات بررسي
 .كنيد

4اگر  -10
0 π

<< x  باشد، چه رابطه اي بينxsin  وxcos  24وجود دارد؟ و اگر
ππ

<< x  باشد، اين
 نه خواهد بود؟رابطه چگو

يك به يك بودن توابع سينوس و كسينوس را در يك دوره تناوب آن بررسي كنيد و سپس دامنه را به  -11
 .تا تابع يك به يك شود تحديد كنيد اي گونه
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xyيكي ديگر از توابع مثلثاتي   tan=  است كه از رابطه

x
xx

cos
sintan . به دست مي آيد =

يعني تانژانت زوايايي كه  .تعريف نمي شود xcos=0هايي كه xبه ازاي  xtanن بنابراي
2به صورت  بر حسب راديان كمان آن ها

ππ += kx بنابراين دامنه تابع . تعريف نمي شوند
}تانژانت برابر است با } Zkkxx ∈+=ℜ ,|_ 2

ππ  و با توجه به اين كه
( ) xx tantan =+ πت، دوره تناوب تابع تانژانπ=T   .باشد مي   

xyيكي ديگر از توابع مثلثاتي   cot=  است كه برابر است با
x

y
tan

1
و چون  =

x
xx

sin
coscot xyبنابراين تابع  = cot=  به ازاي هرx  0كه=xsin يعني . تعريف نمي شود
}تابع كتانژانت برابر است با ي دامنه } ZkkxxD ∈=ℜ= ,_ π.  

  

xyنمودار تابع  tan= 2ي  در فاصله
3

2
3 ππ

<<− x باشد به صورت زير مي:   

  
واضح است كه هر شاخه از منحني . گردد تكرار مي πهاي به طول  شود كه هر شاخه در فاصله يده ميد

  .اش نه صعودي و نه نزولي است اما تابع در دامنه .صعودي است
xyنمودار تابع چنين  هم cot= ي  در فاصلهππ <<− x باشد ر ميبه صورت زي:  

  
  .واضح است كه هر شاخه از منحني نزولي است
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20اگر  :مثال π

<< x تابع  مقاديرگاه  آنxy tan=  قرار دارند 0),+(∞ي  بازهدر.  

2اگر   :مثال
ππ

_
_ << x گاه مقادير تابع  آنxy cot= گيرند قرار مي 0),+(∞ي  بازه در.  

  
  :تمرين

14دامنه تابع  - 1 ++= )(tan πxyرا به دست آوريد. 

παπاگر  - 2
<<4

1و 3
2
_tan

m
=α  حدودm را به دست آوريد. 

4اگر  - 3
30 πα tan_1و  >> m=α حدود ،m را بيابيد. 

22دامنه تابع  - 4 5
2 _)(cot_ π+= xy را بيابيد. 

 چگونه؟ آيا تابع تانژانت را مي توان به يك تابع كتانژانت تبديل كرد؟ - 5
 .يك به يك بودن تابع تانژانت و كتانژانت را در يك دوره تناوب آن بررسي كنيد - 6
  

  :)اتحادهاي مثلثاتي( ي برقرار استروابط زير بين توابع مثلثات 
ααα cossinsin 22 = )1  

12212 2222 −=−=−= ααααα cossinsincoscos )2  

2
212 αα cossin −

= )3  

2
212 αα coscos +

= )4  

α
α

α 21
22

tan
tantan

−
= )5  

( ) βαβαβα sincoscossinsin ±=± )6  
( ) βαβαβα sinsincoscoscos m=± )7  
( )

βα
βαβα

tantan
tantantan

m1
±

=± )8  
  

  .درستي اتحادهاي زير را بررسي كنيد :مثال

x
xx 21

22
tan
tansin

+
  الف( =

x
xx 2

2

1
12

tan
tancos

+

−
  ب( =

1212122
22

+
+

−
=

+ x
x

x
x

x
x

cos
sin

cos
sin

cos
sin )ج  
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  )الف :حل

x
xx

x

x
x

x
x

2
2

1

2

1
2

2
2

sin
cossin

cos

cos
sin

tan
tan

=
=

=
+

  

  )ب

x
xx

x
xx

x

x
x

x
x

2

1
1

1
1

22
2

22
2

2
2

2
2

cos
sincos

cos
sincos

cos

cos
sin

tan
tan

=
−=

−
=

−
=

+

−

  

  )ج

( )
122

22
1122

22
14

4
14

22
1212

2

2

2

+
=

+−
=

−
=

−

−++
=

+
+

−

x
x
x

x
x

xx
x

xxxxxx
x
x

x
x

cos
sin
cos

sin
cos

cossin
cos

sincossinsincossin
cos
sin

cos
sin

  

  .يددرجه را بياب 75ي  هيوزا هاي مثلثاتي مقدار نسبت :مثال
  :حل

4
26

2
1

2
3

2
230453045304575 +

=+=+=+= )(sincoscossin)sin(sin  

2
26

2
1

2
3

2
230453045304575 −

=−=−=+= )(sinsincoscos)cos(cos  

33
33

3
31

3
31

30451
3045304575 __tantan_

tantan)tan(tan +
=

+
=

+
=+= 

33
33

75
175

+

−
==

tan
cot  

  .را بيابيددرجه  15 ي هاي مثلثاتي زاويه در مثال بالا نسبت 45 - 30عنوان تمرين با قرار دادن به 
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  :مرينت
 .درستي اتحادهاي زير را بررسي كنيد - 1

x) الف
xx

xx 22
11

33
sin_

cossin
cossin

=
+
x) ب  +

xx
x 22

11
321 2

2
sin_

sin_sin
cos

=
+

  

) ج
x

xx
cos

)_cot()_tan( 2
2424 =+ ππ  2) د

2 x
x

xx
tan

cos

tan_sin
=  

222  )هـ =xxxx tantan_cottan  و (x
xx

22 sin
cottan

=
+

  

x) ز
x

x cot
cos_

sin
=21

12222)ح      2 =++ βαβαβα coscos_)_(cos)(cos 

 .درجه را به دست آوريد 99ويه نسبت هاي مثلثاتي زا a=o18cosاگر  - 2
 .درجه را به دست آوريد 36نسبت هاي مثلثاتي زاويه  b=o18sinاگر  - 3
)(حاصل  - 4 cottansin ααα 222 22  .را بيابيد ++

3اگر  - 5
5−

=xcos  و انتهاي كمانx  در ناحيه دوم باشدx2tan را به دست آوريد 

4اگر  - 6
317 =+ )tan(x  حاصل)_cot( x28 را بيابيد. 

4اگر  - 7
7

4
3 ππ

≤≤ x  حاصل)tan(cos)cot(sin)( xxxxxf +++= 11  .را به دست آوريد 22

ooمقدار  - 8 50340 sinsin  .را به دست آوريد +

=3اگر  - 9
+ xx

x
cossin

sin مقدار ،x2tan را به دست آوريد. 

23030اگر  -10
6030

=
+++
++

)cos()sin(
)cos(_)sin(

xx
xx مقدار ،cot را بيابيد. 

 :درستي اتحادهاي مثلثاتي زير را بررسي كنيد -11
ααα) الف 3433 sin_sinsin ααα) ب    = cos_coscos 343 3=  

) ج
α
ααα 2

3

31
33

tan_
tan_tantan = 

xxxعبارت  -12 33 sincot_cos ده كنيدرا سا. 

5اگر  -13
344 =+ xx cossin  حاصلxx 66 cossin  .را بيابيد +

)()(اگر  -14 22 −= xxf  و)))cos((()( xfffxg 16)(، حاصل =2
πg را بيابيد. 
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 :روابط مثلثاتي زير همواره برقرار است 

 قوانين ضرب به جمع 

( ) ( )[ ]βαβαβα −++= sinsincossin 2
1 )1  

( ) ( )[ ]βαβαβα +−−= coscossinsin 2
1 )2  

( ) ( )[ ]βαβαβα −++= coscoscoscos 2
1 )3  

 قوانين جمع به ضرب 

)cos()cos(coscos 222 βαβα
βα

−+
=+ )1  

)cos()sin(sinsin 222 βαβα
βα

−+
=+ )2  

)sin()sin(coscos 222 βαβα
βα

−+
−=− )3  

  .گردد اثبات روابط فوق به عنوان تمرين واگذار مي
   :مثال

)cos(

)cos(

cossin

)sin(sincossin

x

x

xx

xxxx

+=

−=

+−
=

−+=+

42
42

2
2

42

2

π

π

π
π

π

  

   :مثال

)cos(

)sin(

cossin

)sin(sin

)sin(sincossin

x

x

xx

xx

xxxx

−=

−=

−+
=

−+=

−−=−

4
32

42
42

22

2

2

π

π

π
π

π

π
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  .درستي اتحادهاي زير را تحقيق كنيد :مثال

     x
xx
xx 47

7 tan
coscos
sinsin

=
+
  الف( +

     xxxxxxxx 3243425 sinsincoscossinsincoscos   ب( +−=
  :الف :حل

x
x
x

xxxx

xxxx

xx
xx 44

4

2
7

2
72

2
7

2
72

7
7 tan

cos
sin

)cos()cos(

)cos()sin(

coscos
sinsin

==
−+

−+

=
+
+  

   :ب
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

[ ]

[ ]

( )

( )
xx

xx

xxxx

xx

xxxxxx

xxxx

xxxx

xxxxxxxxxx

23
23

2
5

2
522

1
52

1
357372

1
442

1
34342

1
25252

143425

sinsin
sinsin

)sin()sin(

coscos

coscoscoscoscoscos

coscos

coscos

coscoscoscossinsincoscos

=
−−=

−+
−=

−=

−−−++=

−++−

+−−+

−++=−+

  

  
  :تمرين

 .تساوي هاي زير را ثابت كنيد - 1
105020 coscossin   الف( +=

0705010 =+ sin_sinsin )ب  

8
1

7
3

7
3

7 =
πππ coscoscos )ج 

oمقدار عبارت  - 2

o

18
54

sin
sinرا بيابيد. 

عبارت  - 3
xx

xx
3

22
cos_cos

sin_cot را ساده كنيد. 

cos)(_cos)(حاصل  - 4 812
22 ππ را بيابيد. 

tan(tansinsin(حاصل  - 5 oooo 25206570  .را بيابيد +
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Zk(هاي زير است  به صورت مثلثاتي اصلي ي معادله 4حل   ∈:(  

αππαπα −+=+=⇒= kxkxx 22 ,sinsin )1  
απα ±=⇒= kxx 2coscos )2  
απα +=⇒= kxx tantan )3  
απα +=⇒= kxx cotcot )4  

  .معادلات مثلثاتي زير را حل كنيد :مثال
12 2 =+ θθ coscos )الف  
xx 22231 sincos   ب( −=

54 =+ xx cottan )ج  
  )الف :حل

( )( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+=⇒=−=⇒=+

±=⇒==⇒=−
⇒

=+−⇒=−+⇒=+

ππθππθπθθ

ππθπθθ

θθθθθθ

kk

k

22101
3232

1012

011201212 22

coscoscos

coscoscos

coscoscoscoscoscos

  

  )ب
( )

2
2

2
1

24263122131
2

22222

±=⇒=⇒

+=+⇒=+−⇒=−−

xx

xxxxx

sinsin

sinsinsinsinsin
  

4
524242

2
4

324242
2

π
π

π
π

π

πππππ

+=−=⇒−=⇒
−

=

+=+=⇒=⇒=

kxkxxx

kxkxxx

)sin(sinsin

sinsinsin
  

  :توان به صورت زير خلاصه كرد ا ميي مثلثاتي فوق ر معادلهچهار جواب 
Zkkx ∈+= ,4

π
π  

  )ج

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=⇒==

+=⇒==
⇒=+−⇒

≠=+⇒=+⇒=+
≠

απα

πππ

π

kxx

kxx
xx

kxxx
x

xxx
x

tantan

tantan
tantan

)(tantan
tan

tancottan
tan

4
1

441
0154

251451454

2

20

  

4اي كه مقدار تانژانت آن برابر با ترين زاويه چون كوچك
توان يافت از است را بدون ماشين حساب نمي 1

  .استفاده كرديمαزاويه 

 يا

 يا

 يا
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  :تمرين

  .هاي كلي آن را بيابيد معادلات مثلثاتي زير را حل كنيد و جواب
0232) الف 2 =−− xx sincos      022) ب =− θθ coscot  
8) ج

544 =+ xx cossin      12) د =+ xx cossin  
023) هـ =+ xx coscos      13) و =− xx cossin  
xxx) ز 24coscottan )sin()sin() ح      −= 838

32 ππ
−=− xx  

xxx) ط 2coscossin 03) ي      −= =+ xx sinsin  
032) ك =++ xxx coscoscos  
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  ارحل معادلات مثلثاتي به روش نمود

  

توان تعداد بعضي از معادلات مثلثاتي از طريق جبري قابل حل نيستند و فقط با استفاده از رسم نمودار مي
  .ها را تخمين زد ها را بدست آورد و مقدار آن جواب
12معادله  :مثال =+ xxsin را حل كنيد.  
   :حل

12ابتدا معادله را به صورت  +−= xxsin هايسپس نمودار .يسيمنو مي xxf sin)( و  =
12 +−= xxg   .باشدكنيم طول نقاط تلاقي اين دو نمودار جواب معادله مورد نظر مي را رسم مي )(

  
2كنيد معادله يك جواب دارد كه بين صفر و طوركه مشاهده مي همان

π  است با روش آزمايش و خطا
  :مثلاً .توان جواب تقريبي را بدست آورد مي

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=+−≈+−=

=≈==
⇒=

57012
143124

702
41

2
2

44
4

//)(

//sin)(

ππ

ππ
π

g

f
x  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≈+−≈+−=

==
⇒=

05013
143136

2
1

66
6 //)(

sin)(

ππ

ππ
π

g

f
x  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==+−≈+−

≈=
⇒==

4806
86216

1431612

2501512
1215

///)(

/sin)(

ππ

π
π

g

f
x

o

o  

02612ي فوق نزديك به  لذا جواب معادله ≈
π با استفاده از ماشين حساب ي اين روش و  ست و با ادامها

  .هاي بهتري يافت تقريبتوان  مي
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  :تمرين

  .عادلات زير را با روش نموداري حل كنيد و تعداد جواب و حدود جواب را مشخص كنيدم
23) الف −= xxtan        321) ب xx =− cot  

)cot() ج 321 π
+=− xx      22) د xx =sin  

12) هـ =−+ xxsin        22) و xxx =−cos  
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  ابع مثلثاتيوتوارون 

  
  

كه يك ابع مثلثاتي وپذير است كه يك به يك باشد بنابراين براي بدست آوردن وارون ت دانيم تابعي وارون مي
  . ها تبديل به يك تابع يك به يك شوند ها را تحديد كنيم تا آن آن ي بايد دامنهبه يك نيستند، 

xyتابع تحديد  sin= ي به بازه ][ ,_
22
ππ  پذير است معكوسيك به يك بوده و.  

][ ,_,sin 22
ππ∈xxy =  

  
xyمعكوس  sin=  را با نمادهايxy arcsin=  ياxy 1−= sin پس. نمايش مي دهيم:  

],[],[:sin 22111 ππ
−→−= − xy  

  :و نمودار آن به صورت زير است
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xyع بتحديد تا cos= ي  به بازه][ ,π0 پذير است يك به يك بوده و معكوس.  

][ ,,cos π0∈xxy =  

  
xyمعكوس  cos=  را با نمادهايxy arccos=  ياxy 1−= cos پس. نمايش مي دهيم:  

],[],[:cos π0111 →−= − xy  
  :و نمودار آن به صورت زير است

  
xyع تحديد تاب tan= ي  به بازه)( ,_

22
ππ پذير است يك به يك بوده و معكوس.  

)( ,_,tan 22
ππ∈xxy =  
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xyمعكوس  tan=  را با نمادهايxy arctan=  ياxy 1−= tan پس. ايش مي دهيمنم:  

)( ,_:tan 22
1 ππ

→ℜ= − xy  

  :و نمودار آن به صورت زير است

  
xyع تاب cot= ي  به بازه)( ,π0 پذير است يك به يك بوده و معكوس.  

)( ,,cot π0∈xxy =  

  
xyمعكوس  cot=  را با نمادهايxarcy cot=  ياxy 1−= cot پس. نمايش مي دهيم:  

)( ,:cot π01 →ℜ= − xy  
  :و نمودار آن به صورت زير است
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)مقدار :مثال )01−sin  و)(cos 2

)و  −21 )11−tan  و( )11 −−cot را بدست آوريد.  
  :حل

( ) ba =−1sin  يعنيab =sin .با اين توضيح داريم:  

42
21 π

=− )(cos        ( ) 001 =−sin  

( ) 4
311 π

=−−cot        ( ) 411 π
=−tan  

  
  :تمرين

  هاي زير نيز درست است؟ جرا؟آيا تساوي

( ) ππ
=−= −− 042

2 11 sin)(cos  
  

  .بدست آوريدهاي زير را  حاصل عبارت :مثال

)](cos)(sincos[ 2
1

2
32 11 −

+−   الف( −−

))(cos(sin 5
41   ب( −−

  )الف :حل

103
2

3
2

3
2

2
1

32
3

1

1

==+−⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=−

−=−

−

−

cos)cos(
)(cos

)(sin ππ
π

π

  

  )ب
A=−− )(sin 5

5 بنابراين 41
4

−=Asin.  چون سينوسA  منفي است و دامنه تابعxy 1−= sin ي بازه 

],[ 22
ππ

  و بودهمثبت  Acosدر ناحيه چهارم قرار دارد بنابراين  Aپس  .است −

5
3

25
1611 2 =−=−= AA sincos  

  
)arcsin(sin)(تابع  xxf    :است، زيرا π2ي تناوب  تابعي متناوب با دوره =

)arcsin(sin))(arcsin(sin)( xxxf =+=+ ππ 22  
2اگر چنين  هم

3
2

ππ
≤≤− xداريم ،:  
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

≤≤−
=

2
3

2

22
πππ

ππ

xx

xx
x)arcsin(sin  

2اگر 
3

2
ππ

≤≤ x 22گاه  آن
πππ

≤−≤− x و بنابراين:  
xxx −=−= ππ ))(arcsin(sin)arcsin(sin  

)arccos(cos)( به طور مشابه تابع xxg  و به ازاي است π2ي تناوب  دورهتابعي متناوب با  =
π20 ≤≤ x داريم:  

⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤

=
πππ

π
22

0
xx

xx
x)arccos(cos  

)arctan(tan)( چنين تابع هم xxh 22است و به ازاي  πي تناوب  متناوب با دورهتابعي  =
ππ

<<− x 
  :داريم

xx =)arctan(tan  
)cot(cot)(و بالاخره تابع  xarcxk >>πاست و به ازاي  πي تناوب  دورهمتناوب با تابعي  = x0 داريم:  

xxarc =)cot(cot  
  
  

  :تمرين
],[ي  تعريف شده در بالا را در فاصله kو  f ،g ،hنمودار توابع  - 1 ππ  رسم كنيد 22
sin(arcsin(نمودار توابع  - 2 x  و)cos(arccos x را رسم كنيد. 
 .دامنه و برد توابع زير را بيابيد - 3

arctan(cos() الف xy ) ب      =
x

xy
+

= 1arctan  

21) ج x
xy
+

= arcsin 

 .رستي اتحاد هاي زير را بررسي كنيدد - 4

)(sincos=)(coscot+)(sintan
___   الف( 110101

π=tan+tan+tan
___

  ب( 312111

10
27

5
3

4
1 =)cos+(sin

_π )ج 

11دامنه تابع با ضابطه  - 5 _tan=
_

xy را به دست آوريد. 
 .مقدار عبارت هاي زير را بيابيد - 6

)(sincos+)(tancot
__

4
211

4
191 ππ )الف  
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))(sin(cos+)(cot

___
_

3
111 π )ب 

=+sin)+(برد تابع  - 7
_ 2112 xy چند عضو دارد؟ 

4معادله  - 8
11 π
yx =tan+tan

 .را در اين معادله بيابيد xبرحسب yرا در نظر گرفته تابع __

1تابع  - 9
11
_sin=

_

x
y صعودي است يا نزولي؟ 

=cos+_sin)_(دامنه تابع  -10
__ 12111 xxy را بيابيد. 

  
 :هاي تكميلي تمرين

5اگر  - 1
3

=xsin و ππ
<< x

 .را بيابيد x2tanمقدار  2

2اگر - 2
1+=

m
αsin 2 و

1_
cos m

=α  باشد، چند مقدار متمايز برايm دست مي آيد به. 

+=5معادله  - 3 xx cottanي  چند جواب در بازه],[ π30 دارد؟ 
223معادله  - 4 =+ xx cossin  در بازه ي],[ π20  دارد؟ جوابچند 
cos)(cos)_(حاصل  - 5 xx 4545  .را بيابيد+

2كسر  - 6
23
)cos(sin
cossinsin

αα
ααα

+

 .را ساده كنيد ++

2دله معا - 7
344 =+ xxxx sinsincoscos  در فاصله],[ π0 چند جواب دارد؟ 

2040حاصل  - 8
2040

cos_cos
sinsin  .را بيابيد+

035معادله  - 9 =+ xx coscosي  چند جواب در بازه],[ 20 π دارد؟ 
xxxمعادله  -10 sinsinsin =− ],[در فاصله 35 20 π  دارد؟ جوابچند 
053معادله  -11 =++ xxx coscoscos ي  در بازه],[ π20 چند جواب دارد؟ 

2فرض كنيم  -12
πkx xxxxو ≠ tansintansin اي از  در چه ناحيه xانتهاي كمان +=+

 دستگاه مختصات واقع است؟

2اگر  -13
13

_
cos mx 9 و باشد =

π
<x.  حدود مقاديرm را بيابيد. 

xxترين مقدار عبارت  كم -14 ππ sin_sin 73 ],[ در فاصلهرا  2 6
11

2
 .را به دست آوريد 3

2اگر  -15
1

=xx cos_sin  آنگاه مقدارx4cos چقدر است؟ 

)ي مثلثاتي  اب كلي معادلهجو  -16 ) 05223 =+++ xxx sincossinرا بيابيد. 
02معادله  -17 =xx tan_sin ي  چند جواب متمايز در بازه][ π20  دارد؟,
 .هاي زير را بدست آوريد حاصل هر يك از عبارت -18
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cos(cos)(() الف 2

31 π
cos(cos() ب      −− 3

11−  

tan(cot() ج 60
tan(sin() د        −111 29

211− 

xxمعادله  -19 4421 coscos ],[ ي فاصله در += 20 π چند جواب دارد؟ 

4جواب كلي معادله  -20
1

66 =−+ )sin()sin( ππ xx را بيابيد. 

αsincossinي از رابطه -21 =+ xx 12فرض  اب 33 =xsin اي چند مقدار برα كه],[ πα 20∈ 
 .آيدبدست مي

)مقدار  -22 )( )221231 cotcot −−=A را بيابيد. 

ي معادله -23
x
xxx

tan
tantancot

+
−

=+ 1
],[روي  122 π20 چند جواب دارد؟ 

12در صورتي كه بدانيم  -24
7

=αsin  12و
5

=βtan اياي و زوα  وβ ي  حاده باشند مطلوبست محاسبه
 :هاي زير هر يك از عبارت

)) الف )[ ]βαπ +−tan      ب (( )βαπ +−cos 
 .درستي اتحادهاي زير را بررسي كنيد -25

1907050301016 =ooooo sinsinsinsinsin )1  
π=++ −−− 321 111 tantantan )2  

o

o
ooooo

52
255040302010

sin
sinsinsinsinsinsin =+ )3  

77
3

7
2

78 =
πππ sinsinsin )4  
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