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 علیرضا مصطفوی

 نسبت های مثلثاتی در مثلث قائم الزاویه 
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 نسبت های مثلثاتی زاوایای متمم 

 باشد ، زاوایای متمم می گویند.درجه  09مجموع آن ها برابر به دو زاویه ای که 
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 لزاویه ای داریم:همچنین در هر مثلث قائم ا
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  دو زاویه ای که با هم  نسبت های مثلثاتی برای 

2
 رادیان اختلاف دارند.  
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@just_jozve
@just_jozve 
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 نسبت های مثلثاتی زوایای مکمل 

 کمل می گویند.باشد، زوایای مدرجه  089مجموعشان برابر به دو زاویه ای که 

   (   )       

   (   )        

   (   )        

   (   )        

   رادیان اختلاف دارند.  نسبت های مثلثاتی برای دو زاویه ای که با هم 

   (   )        

   (   )        

   (   )       

   (   )       

 نسبت های مثلثاتی دو زاویه قرینه 

   (  )        

   (  )       

   (  )        

   (  )        
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 نسبت های مثلثاتی زوایای هم انتها 

را زوایای هم ای آن ها بر هم منطبق می شود کمان هکه انتهای     2و  αزاویه هایی مانند 

 انتها گویند.

   (2    )                            (2    )       

   (2    )                          (2    )       

هر عدد  kدقت شود که  صحیحی می تواند باشد.

 

 

 

 

–ابه از آنجا که زوایای با استدلالی مش نیز هم انتها هستند، نسبت های مثلثاتی      2و   

–زوایای   نیز با هم برابرند.     2و   
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 مثال: نسبت های مثلثاتی زوایای زیر را بدست آورید.
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 علیرضا مصطفوی

 هر گاه انتهای کمان زاویه ای در ناحیه ی نکته: 

 اند.مثبت  باشد، همه ی نسبت های مثلثاتی آن زاویه اول 

 باشد، فقط  دومsin هستند.منفی  و بقیه نسبت ها مثبت 

 باشد،  سومsin  وcos  و منفیtan  وcot اند. مثبت 

 باشد، فقط  چهارمcos  اند. منفیو بقیه نسبت ها مثبت 
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 sin 

 نمودار این تابع به شکل زیر است:

 

در نظر میگیریم مگر اینکه صریحا گفته شود را برحسب رادیان  xهمواره    sin xدر تابع  :0نکته

x سینوس  4   رادیان و منظور از  4سینوس  4   به طور مثال منظور از .بر حسب درجه است

 درجه است. 4

 یعنی داریم:تکرار می شود   2بازه هایی به طول در  sin xتابع  :2نکته

   ( 2    )      ( ) 

و0 ]( و برد آن بازه بسته Rل اعداد حقیقی)ک sinدامنه تابع : 0نکته  می باشد. [0 

 قطع می کند.  هارا در ضرایب صحیح  xمحور  sinتابع : 4نکته

 می گویند.موج سینوسی         گاهی به نمودار تابع : 5نکته
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 cos 
 نمودار این تابع به شکل زیر است:

 

گیریم مگر اینکه صریحا گفته  سب رادیان در نظر میرا برح xهمواره    cos xدر تابع  :0نکته

 .بر حسب درجه است xشود 

 یعنی داریم:تکرار می شود   2بازه هایی به طول در  cos xتابع  :2کتهن

   ( 2    )      ( ) 

و0 ]( و برد آن بازه بسته Rکل اعداد حقیقی) cosدامنه تابع : 0نکته  می باشد. [0 

 صحیح و فرد هارا در ضرایب  xمحور  cosتابع : 4نکته

2
 قطع می کند. 

 موج کسینوسی می گویند.        گاهی به نمودار تابع : 5نکته
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 نکاتی در مورد رسم نمودار توابع مثلثاتی به کمک انتقال:

 را به اندازه ( )   کافی است نمودار تابع    (   )   برای رسم نمودار تابع  (0

 واحد به سمت راست انتقال دهیم.   

را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع    (   )   برای رسم نمودار تابع  (2

 واحد به سمت چپ انتقال دهیم.   

( )   برای رسم نمودار تابع  (0 را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع      

 هیم.واحد به سمت بالا انتقال د   

( )   برای رسم نمودار تابع  (4 را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع      

 واحد به سمت بالا پایین دهیم.   

را نسبت به  ( )   کافی است نمودار تابع  ( )    برای رسم نمودار تابع  (5

 ها قرینه کنیم.xمحور 

را نسبت به  ( )   ودار تابع کافی است نم (  )   برای رسم نمودار تابع  (6

 ها قرینه کنیم.yمحور 

              طول همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است (  )   برای رسم نمودار تابع  (7

را  ( )    
0
 

 برابر کنیم.  

)   برای رسم نمودار تابع  (8
 

 
                طول همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است (

 برابر کنیم.   را  ( )   

           عرض همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است ( )    برای رسم نمودار تابع  (0

 برابر کنیم.   را  ( )   

  برای رسم نمودار تابع   (09
0
 
           عرض همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است ( ) 

را  ( )   
0
 
 برابر کنیم.  

را رسم کنیم سپس  ( )   نمودار  کافی است (| |)   ( برای رسم نمودار تابع 00

ها قرار دارد را حذف و سمت راست محور xآن قسمت از نمودار را که در سمت چپ محور 

x.ها را در سمت چپ قرینه کنیم 
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یم سپس را رسم کن ( )   نمودار  کافی است |( ) |  (  برای رسم نمودار تابع 02

ها قرار دارد را حذف و قرینه آن را در بالای محور yآن قسمت از نمودار را که در زیر محور 

yها رسم کنیم. 

 اتحاد های مثلثاتی
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 به کمک روابط بالا می توانیم اتحاد های کمکی زیر را استخراج کنیم:

(         )2  0  2           
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 زوایا تفاضلروابط مثلثاتی مجموع و 

   (   )                      

   (   )                      

 

   (   )                      

   (   )                      

 

   (   )  
         

0           
 

   (   )  
         

0           
 

 

 چند اتحاد پر کاربرد و مهم

   (2 )  2           

   (2 )     2      2   

 

 از رابطه بالا دو اتحاد مهم زیر بدست می آید که به فرمول های توان شکن معروف اند:

   2   
0     (2 )

2
 

                                                2   
0    (2 )

2
   

 با استفاده از اتحاد های مجموع و تفاضل به رابطه مهم زیر می رسیم:نکته تستی: 

          √2    (  
 

4
) 

          √2    (  
 

4
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 مفهوم حد و فرایند های حدی

 یگیهمسا

 می نامیم. 9 همسایگی را یک  9 هر بازه باز شامل یک عدد حقیقی باشد،  9 اگر 

9 یعنی اگر   است. 9 یک همسایگی  (   )آنگاه بازه  (   ) 

 

 

(   )را از این بازه حذف کنیم، مجموعه  9 اگر نقطه  می  9 را همسایگی محذوف   9   

 نامیم.

 

 

 9 همسایگی راست 

9  9 )بازه   ،باشد  9  اگر   نامیم.می  9 یک همسایگی راست را  (  

 

 

 9 همسایگی چپ 

9 )بازه   باشد،  9  اگر   می نامیم. 9 را یک همسایگی چپ  (9    
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 تابع تعریف حد

وقتی  fحد تابع تعریف شده باشد. می گوییم  aهمسایگی محذوف عدد  در یک fفرض کنید تابع 

x  بهa  نزدیک می شود برابر عدد حقیقیL و می نویسیم: است 

   
   

 ( )    

 می نامیم. aدر نقطه  fرا حد تابع  Lعدد 

 

 (4 2)را در نظر بگیرید که نقطه  f(x)=x+2تابع 

ر نمودار این . همانطور که داز آن جدا شده باشد

را با مقادیر بزرگ  xوقتی که تابع مشاهده می کنید 

نزدیک می کنیم.  2به عدد  2تر یا کوچک تر از 

نزدیک می شوند. در این  4به عدد  fمقادیر تابع 

نزدیک می  2به  xوقتی  fحالت می گوییم حد تابع 

 است و می نویسیم: 4شود برابر 

 

   
  2

 ( )     
  2

(  2)  4 

 

 

 

 

 

@just_jozve
@just_jozve 
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 را در نظر بگیرید. hو  f،gنمودار سه تابع نکته: 

که در زیر به سه مورد  حالت وجود دارد چندبین حد تابع در یک نقطه و مقدار تابع در همان نقطه 

 آن اشاره می کنیم:

حد تابع در نقطه  در این نقطه دارای حد باشد و تعریف شده باشد و    تابع در نقطه  .0

a نقطه برابر باشد. اینر تابع در با مقدا 

   
   

 ( )   ( ) 

 .برابر است 5که حدش با مقدارش در نقطه  fمانند تابع 

     5  ( )   (5)  2    

ولی حد تابع در  و در این نقطه دارای حد باشد تعریف شده باشد    تابع در نقطه  .2

 شد.با مقدار تابع در همان نقطه برابر نبا aنقطه 

 

   
   

 ( )   ( ) 

 .برابر نیست 5که حدش با مقدارش در نقطه  gمانند تابع 

   
  5

 ( )  2 

 (5)  0 

 .حد داشته باشد aتعریف نشده باشد ولی در نقطه     در نقطهتابع  .0

 تعریف نشده است ولی در این نقطه دارای حد می باشد. 5که در نقطه  hمانند تابع       

   
  5

 ( )  2 
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 حد های یک طرفه

 را در نظر بگیرید: f(x)نمودار تابعی مانند 

 0از چک تر وکرا با مقادیر  xدر این تابع می بینیم که اگر متغیر

 نزدیک می شوند و اگر 2به عدد  f(x)نزدیک کنیم مقادیر  0به 

 به f(x)ادیر نزدیک کنیم، مق 0به  0از بزرگ تر را با مغادیر  xمتغیر 

 در  fتابع  حد نزدیک می شوند. در این صورت می گوییم  -2عدد 

 وجود ندارد ولی تابع در این نقطه دارای حدود چپ و راست می باشد. 0نقطه 

 

 راستحد 

تابع حد راست تعریف شده باشد می گوییم  aنقطه ای مانند همسایگی راست در یک   اگر تابع 

f  برابر عدد    در نقطه L  است هرگاه تابعf  را به هر اندازه دلخواه بتوان بهL  نزدیک کرد

 نزدیک شود. a)از سمت راست( به قدر کافی به  xمتغیر  به شرط آنکه

( )                                       در این صورت می نویسیم:      
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 حد چپ

در  fتعریف شده باشد می گوییم حد چپ تابع  aنقطه ای مانند  در یک همسایگی چپ fاگر تابع 

نزدیک کرد به  Lرا به هر اندازه دلخواه بتوان به  fاست هرگاه تابع  Lبرابر عدد  x=aنقطه 

 نزدیک شود. a)از سمت چپ( به قدر کافی به  xشرط آنکه متغیر 

( )        در این صورت می نویسیم:                                    

 

 

 

 

 

 

    در  fوجود دارد اگر و تنها اگر حد چپ و راست تابع     در نقطه  fحد تابع نکته: 

 موجود و با هم برابر باشند.

 نیست اگر:موجود     در نقطه  fبا توجه به نکته بالا می توان گفت که حد تابع 

 قدار متفاوت داشته باشند.موجود ولی دو م aحد چپ و راست در نقطه  .0

همسایگی چپ یا راست یکی از حد های چپ یا راست وجود نداشته باشد)تابع در  .2

 تعریف نشده باشد.

( ) به طور مثال تابع   √2 حد  2  در نقطه    

 تعریف نشده است. 2ندارد چون در هیچ همسایگی راست 
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 :0  مثال

1xی  ی تابعی است که در نقطهیک از نمودارهای زیر نشان دهندهکدام    حد راست دارد ولیی
 ؟نداردحد چپ 

 

 

1 )  2 )  

 

 

 

3 )  4 ) 
 

 پاسخ(

ی  باشد. در گزینه دارای حد راست و چپ می 1xتابع موردنظر در « 4»و « 2»های در گزینه

تابع حد راست دارد ولی حد چپ « 3»ی  تابع حد چپ دارد و حد راست ندارد و در گزینه« 1»

 ندارد.  

 

تابع حد چپ  :2مثال
1

y
x

 
  
 

یدر نقطه 
1

10
x


 است.( نماد جزء صحيح، []) کدام است؟ 

1 )11  2 )9-  

3 )11-  4 )11- 

 

 پاسخ(

 «3»ي  گزينه

 وقتی  









 


10
1

x، 10 یعنی
1

x 10 پس
1


x

 :لذا ،

 10
1










x
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با هم برابر باشند و حد راست  aای مانند در یک همسایگی راست نقطه  gو fاگر دو تابع نکته:

وجود دارد و مقدار این  aوجود داشته باشد آنگاه حد راست تابع دیگر نیز در  aدر یکی از آن ها 

 دو حد با هم برابرند یعنی:

( )        اگر   آنگاه:    

   
  𝑎 

𝑔(𝑥)     
  𝑎 

𝑓(𝑥)      

 آنها چپ حد مقدار برابرند هم با a نقطه چپ همسایگی یک در که تابعی دو ه،مشاب طریق به

 یکسان است.)در صورت وجود(  a نقطه در

( با هم برابر باشند، مقدار حد a) به جز احتمالا خود  aبنابراین دو تابع که در یک همسایگی نقطه 

 )در صورت وجود( یکسان است. aآن ها نیز در نقطه 

( ) مقدار حد راست تابع به طور مثال   
   

 
برابر صفر است چون در این  x=9در نقطه   

 برابر است. g(x)=9با تابع  fناحیه تابع 
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 قضایای حد

( ) حد تابع ثابت  :0قضیه   است. یعنی: cدر هر نقطه دلخواه برابر مقدار ثابت    

   
   

𝑐  𝑐 

( ) ند هر چند جمله ای مان :2قضیه           0 
  0  999 در هر  9   0  

 برابر است یعنی: aمقدار حد با مقدار چند جمله ای در نقطه حد دارد و  aنقطه دلخواه 

   
   

(𝑏𝑛𝑥
𝑛  𝑏𝑛 0𝑥

𝑛 0  999  𝑏0𝑥  𝑏9)  𝑏𝑛𝑎
𝑛  𝑏𝑛 0𝑎

𝑛 0  999  𝑏0𝑎  𝑏9 

( )       و حد داشته باشند     در نقطه    و  اگر دو تابع  :0قضیه  ( )       و  0    

 آنگاه: 2 

   
   

(𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥))     
   

𝑓(𝑥)     
   

𝑔(𝑥)  𝐿0  𝐿2 

 

   
   

(𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥))     
   

𝑓(𝑥)     
   

𝑔(𝑥)  𝐿0  𝐿2 

 

   
   

(𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥))  (   
   

𝑓(𝑥))  (   
   

𝑔(𝑥))  𝐿0 𝐿2 

 

   
   

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

   
   

𝑓(𝑥)

   
   

𝑔(𝑥)
 
𝐿0

𝐿2
 

 حد دارد. aدر نقطه  fفرض کنید تابع  :4قضیه 

 نامنفی باشد آنگاه داریم: aمحذوف ی در همسایگ fتابع اگر 

   
   

 𝑓(𝑥)      
   

𝑓(𝑥) 

آنگاه  اشد،تعریف شه ب aر یک همسایگی د  ( )  ، اگر nطور کلی برای هر عدد طبیعی به 

 داریم:

   
   

 𝑓(𝑥)
𝑛

     
   

𝑓(𝑥)𝑛  
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xدر اطراف  gو  fاگر  :0مثال a  تعریف شده و هر دو در این نقطه دارای حد باشند و

x a
lim(f g)(x)


 1  و
x a
lim(f g)(x)


  6، حاصل  گاه آن
x a
lim(f g )(x)


2 2
تواند  کدام می 

 باشد؟

1) 12 2 )13 3 )15 4 )17  

 

(پاسخ  

 «2»ي  گزينه

اگر فرض کنيم 
x a
lim f(x) L


 و  1
x a
lim g(x) L


  خواهيم داشت: 2

 

x a x a x a
lim(f g )(x) lim f (x) lim g (x)
  

     2 2 2 2 9 4 13

 
 

 

اگر   :2مثال















xx

xxx
)x(f

15
23 2

(باشد، حاصل  
x

x
(flim

)(x 22
1

1



  ؟کدام است 

 -4( 4 -2( 3 1( 2 ( صفر1

 

(پاسخ  

   «2»ي  گزينه

115
2




 


)()(f)(f 
)

x

x
(flim)

x

x
(flim

)(x)(x 2
1

22
1 2

11




 
 

  

x a x a x a

x a x a x a

lim(f g)(x) lim f(x) lim g(x) L L

lim(f .g)(x) lim f(x) lim g(x) L L

  

  

      

  

      
   

1 2

1 2

1

6
 یا

L ,L

L ,L

  


 
   

1 2

2 1

3 2

3 2
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اگر سوالی در ارتباط با این درسنامه ذهنتان را مشغول کرده، می توانید آن را از آیدی زیر 

 بپرسید.

@kanoonmath00 

 یازدهم ریاضی کانونکانال 

@kanoonir_00r 

 

 

@just_jozve




