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مفهوم حد و فرایند های حدیدرس اول : 

بیشتر پدیده های طبیعی پس از مدل سازی به صورت یک تابع در می آیند و گاهی لازم است رفتار این توابع را در نزدیکی 
 ابزار مناسبی برای این کار است .« حد » یک نقطه مورد ارزیابی قرار دهیم . مفهموم 

ان مثال ریاضی دانان بعد از اینکه دانستند نسبت محیط به قطر دایره عدد ثابتی است در صدد بر آمدند تا این عدد به عنو
ثابت را با دقت زیاد بدست آورند . آنها با رسم چند ضلعی های منتظم محاطی ) و البته محیطی ( و افزایش تعداد اضلاع 

 به این هدف دست یابند . آن 

رقم اعشار در بیت زیر آمده است .آن را کشف کنید !!! 10تا  عدد 

ره سرررررررررررر منرررررررررررزل مقصرررررررررررود بمرررررررررررا آمررررررررررروزد  خرررررررررررررد و دانررررررررررررش و آگرررررررررررراهی دانشررررررررررررمندان

دایره زیر را که دارای شعاع یک است در نظر بگیرید : 

داریم :  نمایش دهیم nAضلعی درون دایره را با  nاگر مساحت 

که مساحت دایره است ، نزدیک می شود .  با زیاد شدن تعداد اضلاع چند ضلعی ، مساحت آن به عدد 

حال فرض کنید می خواهیم رفتار تابع  
x

f x
x






2 4
xرا در اطراف عدد  2  بررسی کنیم .  2

می توان تابع را  2تعریف نشده است پس در این نقطه مقدار ندارد ولی به ازای مقادیر غیر از  2که تابع در  از آنجایی
ساده کرد  و  f x x   بررسی می کنیم :  2را بدست آورد . حال مقادیر تابع را در اطراف  2
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نزدیک می شود . 4دد از هر دو طرف ، مقدار تابع به ع 2به  xبا نزدیک شدن 

بیایید درستی این مطلب را از روی نمودار تابع بررسی کنیم :  

xدر این صورت می گوییم وقتی   2  (x  2به  ) میل می کند

 است و می نویسیم :  4حد تابع برابر 

  lim
x

f x



2

4

تمرین : تابع  
x x

f x
x

 
 



1 2
1 را در نظر بگیرید .  2

الف( جدول زیر را کامل کنید . 

1/2 01/2 001/2 0001/2   2   9999/1 999/1 99/1 9/1 x

 f x

 چقدر است ؟ 2ب( حد تابع در 

 چقدر است ؟  2ج( مقدار تابع در 

د( نمودار تابع را رسم و رابطه حدتابع با مقدار تابع در یک نقطه را بیان کنید . 

 یک عدد : و همسایگی محذوف همسایگی 

xبرای عدد  xشامل  بازهر بازه  0 . را یک همسایگی این عدد می نامند  0

یعنی اگر  ,x a b0  آنگاه ,a b  یک همسایگیx است .       0

xاگر خود  بازه حذف کنیم ، مجموعه را از این  0   ,a b x 0 

xرا همسایگی محذوف عدد   می نامند .  0
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 همسایگی راست و چپ یک عدد : 

rاگر   ، در این صورت بازه  0 ,x x r0 را یک همسایگی راست و بازه  0 ,x r x0 xرا یک همسایگی چپ  0 0 

 می نامیم . 

بنویسید . 2تمرین : یک همسایگی ، یک همسایگی محذوف ، یک همسایگی راست و یک همسایگی چپ برای عدد 

تمرین : آیا بازه  ,1 است ؟ چرا ؟ 1یک همسایگی عدد  2

xدهید مجموعه جواب نامعادله  تمرین : نشان  x r 0  یک همسایگی متقارن برایx است .  0

xتمرین : آیا می توانید مانند تمرین قبل یک همسایگی متقارن محذوف برای  تعریف کنید . 0

 تعریف حد یک تابع : 

میل می کند برابر a  به xوقتی  fحد تابع » تعریف شده باشد . می گوییم  aعدد محذوف در همسایگی  fفرض کنید تابع 

از دو  xنزدیک کرد ، به شرط آنکه متغیر  Lرا به هر اندازه دلخواه بتوان به  f، هر گاه مقادیر تابع « است  Lعدد حقیقی  

نویسیم :    نزدیک شود . در این صورت می  aطرف به قدر کافی به  lim
x a

f x L


 

yتمرین : آیا تابع  x  xدر  2  حد دارد ؟ چرا ؟  2
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تمرین : برای هر مورد زیر نمودار تابعی را رسم کنید . 

تعریف شده باشد ولی  2الف( در همسایگی راست 

 در همسایگی چپ آن خیر .

دارای حد باشد ولی حد با مقدار تابع 1ب( در نقطه 

 در آن نقطه برابر نباشد .

g,ج( دو تابع  f  رسم کنید که یکی فقط در همسایگی

تعریف شده  3و دیگری فقط در همسایگی چپ 3  راست

باشد و    f g3 3  .

تابع تمرین :  
x Z

f x
x Z


 

 

0
را رسم کنید و مقدار 1   lim , lim

xx
f x f x

 12
را در صورت وجود بیابید . 

را حل کنید .  122تا  120تمرین : تمرین های صفحه 
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درس دوم : حد های یک طرفه ) حد چپ و حد راست (

yقبلاً دیدیم که تابع  x  xدر  2  تعریف نشده است ( ولی می توانیم  2حد ندارد ) چون در همسایگی چپ  2
 xبررسی کنیم . گاهی اوقات لازم است رفتار تابعی را در یک طرف مقدار مشخصی از  2رفتار این تابع را در سمت راست 

 بررسی کنیم .

حد راست : 

xدر نقطه  fده باشد می گوییم حد راست تابع تعریف ش aدر همسایگی راست نقطه ای مانند  fاگر تابع  a  برابر عدد

L Lبه هر اندازه دلخواه بتواند به  fاست ، هرگاه مقادیر تابع  1 به اندازه کافی از  xنزدیک شود ، به شرط آنکه متغیر   1
یک شود . و می نویسیم :             نزد aسمت راست به  lim

x a
f x L


 1

حد چپ : 

xدر نقطه  fتعریف شده باشد می گوییم حد چپ تابع  aدر همسایگی چپ نقطه ای مانند  fاگر تابع  a  برابر عدد 

L Lندازه دلخواه بتواند به به هر ا fاست ، هرگاه مقادیر تابع  2 به اندازه کافی از  xنزدیک شود ، به شرط آنکه متغیر   2
نزدیک شود . و می نویسیم :              aسمت چپ به  lim

x a
f x L


 2

) اگر حد چپ و راست در باشند .  دارای حد است هرگاه حد چپ و راست موجود و با هم برابر aدر نقطه  fتابع  نتیجه :
 یک نقطه برابر نباشند تابع در آن نقطه حد ندارد ( 

تمرین : حدهای زیر را در صورت وجود بیابید .
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داده شده است . مقدار  fتمرین : نمودار تابع  lim
x

f x


 2
1

را بیابید. 3

x) راهنمایی : با توجه به اینکه   tاست محدوده  1 x  را یافته و ...( 23

limداده شده است . مقدار  fتمرین : نمودار تابع  ( )
x

fof x
 1

را بیابید. 

 تمرین : نموداری از یک تابع رسم کنید که : 

تعریف شده باشد  2الف ( در یک همسایگی محذوف 

 داشته باشد . و در این نقطه حد 

تعریف شده باشد  2ب( در یک همسایگی محذوف 

 ولی در این نقطه حد نداشته باشد . 

تعریف شده باشد  2ج( در یک همسایگی 

 و در این نقطه حد نداشته باشد . 
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تمرین : مقدار حد راست تابع  
 x

f x
x

  درx  ست ؟ چقدر ا 0

تمرین : با توجه به دامنه تابع  
 

x
f x

x






1
، در مورد حد راست این تابع چه می توان گفت ؟ 3

تمرین : با توجه به دامنه تابع    f x x x 2 در چه نقطه ای نه حد راست وجود دارد نه حد چپ ؟ 1

ر با توجه به نمودار مقابل مقداتمرین :    lim lim
x x

f x f x
 

     0 0
را بیابید . 

را حل کنید . 129تا  127تمرین : تمرین های صفحه 
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درس سوم : قضایای حد

به کمک قضایایی که می در بخشهای قبل به کمک جدول و نمودار حد توابع را بررسی کردیم و در این قسمت می خواهیم 
 به بررسی حد توابع بپردازیم .آموزیم بدون استفاده از جدول یا نمودار 

: 1قضیه 

حد تابع ثابت  f x c  در همه نقاط دارای حدc        : استlim
x a

c c


 

حد تابع همانی  f x x  در هر نقطه مانندa  برابر باa         : استlim
x a

x a


 

اگر دو تابع : 3قضیه    ,f x g x    دارای حد   lim , lim
x a x a

g x L f x L
 

 2 باشند ، داریم :  1

الف( حد مجموع برابر با مجموع حد هاست :              lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L L
  

    1 2 

ب( حد تفاضل برابر با تفاضل حد هاست :              lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L L
  

    1 2 

ج( حد ضرب برابر با ضرب حد هاست :              lim lim .lim .
x a x a x a

f x g x f x g x L L
  

  1 2 

حد هاست :   خارج قسمتبرابر با  خارج قسمتد( حد  

 

 

 

lim
lim( ) ;

lim

x a

x a

x a

f xf x L
L

g x g x L







  1
2

2
0

اگر تابع  : 3نتایج قضیه  f x  در نقطهa حد داشته باشد  :

   ) lim lim
x a x a

cf x c f x
 

1

    ) lim lim
n

n

x a x a
f x f x

 
2

   
) lim

limx a

x a
f x f x




1 13
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( برای هر تابع چند جمله ای 4  ...n n

n np x b x b x b x b

    1
1 1 داریم :      0   lim

x a
p x p a


 

اگر تابع  : 4قضیه  f x  در نقطهa  : حد داشته باشد

   lim limn n
x a x a

f x f x
 



   lim lim
x a x a

f x f x
 



توجه !!! : دقت شود در مورد تابع جز صحیح همان طور که در درس قبل دیدیم لزوماً   lim
x a

f x

     با lim

x a
f x



 
 

برابر نیست .

داریم :  aی برای هر عدد حقیق : 5قضیه 

limsin sin
x a

x a


 

limcos cos
x a

x a


 

تمرین : حد توابع زیر را بیابید . 

 

) lim

) lim( )

) lim

) lim

) lim

x

x

x

x

x

x

x x

x

x x

x

x x

x

x













  




 











3
1

4
1

2

22

1
2

2

1

2 2 3 1

13 3 2 1

14

4 15 3
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sin
) lim

cos

) lim

sin
) lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x 






















0

2

2

16

27 2

8

تمرین : اگر تابع  
x x

f x
x a x

  
 

 

22 1 1
2 1

xدر    را بیابید . aر حد داشته باشد ، مقدا 1

حد داشته باشد و  1در  fتمرین : اگر تابع  

 
lim
x

f x

f x




1

2 1 ، آنگاه مقدار 11 lim
x

f x
 1

را بیابید . 

)limحد داشته باشند و  1در  gو fتمرین : اگر توابع  )( )
x

f g x


 
1
2 )limو  3 )( )

x
f g x


 

1
3  ، حاصل 5

lim( )( )
x

f
x

g 1
L,را  1در  gو  fرا بیابید .  ) راهنمایی : می توانید حد تابع   L2 نام گذاری کنید . (  1



جزوه درسی حسابان )یازدهم ریاضی( 

89

داده شده است . حاصل  fنمودار تابع تمرین : 
 

( )( )
lim
x

fof x

xf x



1

را بیابید .  1

ه شده است . حاصل داد fنمودار تابع تمرین : 
  ( )

lim

[ ( )]
x

f x f
x

f
x





1

1

را بیابید . 1

xدر  fاگر تابع نکته مهم : a  حد داشته باشد و تابعg  در این نقطه حد نداشته باشد ، آنگاه تابع هایf g  و
g

f
f.در این نقطه حد ندارند ولی توابع   g  وf

g
ممکن است حد داشته باشند .  

مثال :  تابع    f x x  درx  تابع و  چ نقطه صحیحی حد ندارد ( ح در هیحد ندارد . ) تابع جز صحی 0 g x x

xدر   دارای حد است و حاصل ضرب آنها نیز در این نقطه حد دارد :       0   lim . ( ) lim
x x

f g x x x
 

 
0 0

0 

مثال : تابع  
x

f x
x

  درx  و تابع  ندارد .حد  0 g x x  درx  fدارای حد است و تابع  0

g
نیز در این  

)limنقطه حد دارد :       )( ) lim lim
x x x

xf
x x x

g x  
   

0 0 0
0



جزوه درسی حسابان )یازدهم ریاضی( 

90

xدر  gو  fاگر تابع نکته مهم : a  حد نداشته باشند ، ممکن است تابع هایf g و.f g  وf

g
ممکن   fogو  

 است حد داشته باشند . 

مثال : تابع    f x x  و   g x x 1  درx  )lim                    : حد ندارد ولی 0 )( ) lim
x x

f g x
 

  
0 0

1 1 

مثال : تابع  
x

f x
x

  و 
x

g x
x

  درx  )lim        :حد ندارد ولی 0 . )( ) lim
x x

f g x
 

 
0 0

1 1

مثال : تابع  
x

f x
x

 
 



2 1
2 و  1 

x
g x

x

 
 



1 1
1 xدر  1  )lim  :   حد ندارد ولی 1 )( ) lim

x x

f
x

g 
 

1 1
2 2

مثال : تابع  
x

f x
x

 
 



2 1
2 و  1 

x
g x

x

 
 

 

1 1
2 xدر  1  )lim:   حد ندارد ولی 1 )( ) lim

x x
fog x

 
 

1 1
2 2

تمرین : مقدار    lim( )
x

x x


 
1

را در صورت وجود بیابید . 

تمرین : مقدار  lim sin
x

x


 2

را بیابید . 

.را حل کنید  140و  139تمرین : تمرین های صفحه 
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0درس چهارم : محاسبه حد توابع کسری ) حالت 
0 )

فرض کنید می خواهیم حد تابع  
x

f x
x






2 1
xرا در نقطه  1  بررسی کنیم . طبق قضایای حد چون حد صورت و 1

0ن حالت ، حالت مبهم مخرج برابر صفر است نمی توان نتیجه ای گرفت به ای
گفته می شود . بنابراین برای رفع ابهام ، به 0

کمک اتحادهای جبری و مثلثاتی سعی می کنیم ابتدا تابع را ساده و سپس حدآن را بیابیم . 

عامل صفر شونده در صورت و  تا می کنیمبرای رفع ابهام در این حالت باید صورت و مخرج را تجزیه  الف( توابع گویا :
 مخرج مشخص شود ، سپس با حذف این عامل از تابع دوباره حد می گیریم .

تمرین : مقدار حد های زیر را بیابید .

 

) lim

) lim

( )( )
) lim

) lim

x

x

x

x

x

x x

x x

x

x x

x

x x

x x












 






  


 


 

2

21

22

0

2

22

4 41 2

42 4

3 2 3 63 11

3 5 24 2 3 2
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عمل می کنیم . با استفاده از ساخت اتحاد مزدوج یا چاق و لاغر عبارت را گویا کرده و مانند قسمت قبل ب( توابع گنگ :

تمرین : مقدار حد های زیر را بیابید .

) lim

) lim

) lim

) lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

















 









 

1

2

2

3

1

4

11 1

42
4 1 3

13 1

24
5 1

از حد های زیر و اتحاد های مثلثاتی بهره می بریم .  ج( توابع مثلثاتی :

sin
lim , lim

sinx x

x x

x x 
 

0 0
1 1
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تمرین: مقدار حد های زیر را بیابید .

cos
) lim

cos sin

sin
) lim

sin

cos
) lim

sin
) lim

cos

x

x

x

x

x

x x

x

x

x

x

x

x


























3
4

0

0

2

21

22

1 23

4 1

گاهی اوقات با یک تغییر متغیر مناسب می توان مساله را ساده تر کرد سپس به حل آن پرداخت . روش تغییر متغیر :د( 

sinمقدار : مثال 
lim
x

ax

bx0
به خاطر بسپارید ( ) را بیابید . 

axبا فرض : حل  t  : داریم,t x t
a

 
sinدر نتیجه  10 sin

lim lim
t t

t a t a a

b b t b b
t

a

 
   

0 0
1

sinحل حد مثال برای  عنوانبه  sin
lim

sin sinx

x x

x x
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3
4 ..…تقسیم کنیم  xمخرج را بر و کافیست صورت 2
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مقدار حد های زیر را بیابید .: ن تمری

) lim

) lim

sin
) lim

cos cos
) lim

) lim

x

x

x

x a

x

x x
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را حل کنید . 144: تمرین های صفحه تمرین 
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پنجم : پیوستگی درس 

ی بینیم که در این ماوقات می بینیم که نمودار یک تابع در یک یا چند نقطه از هم گسسته شده است اگر دقت کنیم گاهی 
 د :حد تابع متفاوت است . به نمودار های زیر توجه کنیبا نقطه نقاط یا حد وجود ندارد و یا اگر وجود دارد مقدار تابع در آن 

 نتیجه در 

در آن نقطه : در یک نقطه پیوسته باشد باید برای آنکه تابع  :پیوستگی 

مقدار داشته باشد . الف(

 .ب( حد داشته باشد 

ج( حد تابع با مقدار تابع برابر باشد .    lim
x a

f x f a


 

غیر این صورت تابع را در آن نقطه ناپیوسته می گویند .در 

 : نمودار تابعی را رسم کنید که : تمرین 

ولی پیوسته نباشد . و مقدار داشته حد داشته  1در  الف(
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مقدار نداشته و حد داشته باشد .  1ب( در 

در دو نقطه نا پیوسته باشد که در یکی حد داشته ج( 

 حد نداشته باشد .و در دیگری 

: تابع  مرینت 
x

f x
x






2 4
xاز نظر پیوستگی در  2  چگونه است ؟ 2

تابع : تمرین  
x

x
f x x

x

 


 
 

2 4 22
4 2

xاز نظر پیوستگی در    چگونه است ؟ 2

پیوستگی تابع : تمرین  

 

sin

x x

f x x

x x
x

x


  


 
 
 


3 0
2 0

0

xرا در    بررسی کنید .  0
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وری بیابید که تابع را ط  a: مقدار تمرین  
x a x

f x x
x

x

   


  
 

 

23 1
1 11

xدر    1 . پیوسته باشد

را طوری بیابید که تابع  bو  a: مقدار ن تمری 

sinax
x

x

f x a b x

x
x

x





  


  


0

2 0
1 1 0

xدر    یوسته باشد .پ 0

تابع : تمرین    sin , cosy x y x   درx   از نظر پیوستگی چگونه هستند ؟

 ستگی راست دارد ( هرگاه :   واز راست پیوسته است ) پی aدر  fتابع  راست :یوستگی پ   lim
x a

f x f a




 دارد ( هرگاه :    چپستگی وپیوسته است ) پی چپاز  aدر  fتابع  : چپیوستگی پ    lim
x a

f x f a
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: تابع تمرین    f x x x  در نقاط صحیح چه نوع پیوستگی را دارد ؟

در بازه  fتابع  در بازه :پیوستگی  ,a b   پیوسته است اگر و تنها اگر در هر نقطه( , )a b   پیوسته باشد و درb  پیوستگی
 پیوستگی راست داشته باشد .  aو در  چپ

: تابع تمرین  y x در بازه [ , ]1  از نظر پیوستگی چگونه است ؟  2

y: تابع تمرین  x   
)در بازه  2 , )k2   پیوسته است . حداکثر مقدارk  . را بیابید

x: تابع تمرین 
y

 
  
 

1
)در بازه 2 , )k1  فقط یک نقطه ناپیوستگی دارد . حداکثر مقدارk چقدر است ؟

y: بزرگ ترین بازه ای که تابع تمرین  x  1 2 در آن پیوسته است را بنویسید .  3

را حل کنید .  151: تمرین های صفحه تمرین 

پایان




