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به نام خدا

ضرب داخلی و ضرب خارجی بردارها–درس دوم –فصل بردارها –3هندسه 

۱فرض کنید دوبردار  ۲( , )a a a


 ۱و ۲( , )b b b


 .همانند شکل زیر داده شده اند

بین این دو بردار را چگونه می توان یافت؟ براي این منظور بردار زاویه 

aتفاضل  b
 

.را نیز در شکل مقابل رسم کرده ایم تا مثلثی به طول اضلاع زیر بدست آید
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ان نوشت.اکنون با استفاده از قضیه کسینوسها که سال گذشته آموخته اید می تو
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از طرفی صورت کسر فوق را میتوان با توجه به اندازه هاي اضلاع مثلث که قبلا محاسبه شده اند بصورت زیر 
ساده کرد.
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) بصورت زیر بدست می آید.1پس عبارت (

۱ ۱ ۲ ۲cos
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a b a b
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عبارت سمت راست و حل با محاسبه .که دو بردار هم راستا باشند نیز برقرار است (چرا؟)رابطه فوق براي حالتی
۰مقدار معادله    .بدست می آید

a.ظاهر شده است را معمولا با سمت راست کمیتی که در صورت این کسر  b
  نشان می دهند و به آن

a,حاصلضرب داخلی یا حاصلضرب نقطه اي دو بردار  b
 .می گویند. بنابراین می توان نوشت

۱ ۱ ۲ ۲ .
cos

| || | | || |

a b a b a b

a b a b


 

   


 

همچنین از روابط فوق معلوم است که 

۱ ۱ ۲ ۲. | || | cosa b a b a b a b 
   

  

نیز قابل تعریف است.۳بطور مشابه حاصلضرب داخلی دو بردار در 

۰با اثباتی مشابه قبل می توان نشان داد که اگر     زاویه بین دو بردار ناصفر,a b
  ۳درباشند آنگاه

. | || | cosa b a b 
   



a,از تعریف ضرب داخلی واضح است که اگر یکی از دوبردار b
  ۰صفر باشند آنگاه.a b

 

 هر چند که در این
ف نمی شود.بین دو بردار تعریحالت زاویه 

,۲مثال: زاویه بین دو بردار  ۱,۲( )


 a ۱و, ۱,۰( )


 b .را پیدا می کنیم

حل: ابتدا ضرب داخلی دو بردار را بصورت زیر بدست می آوریم.

۲ ۱ ۱ ۱ ۲ ۰ ۳. ( ) ( ) ( )
 

       a b

۰از طرفی اگر    زاوبه بین دو بردار باشد خواهیم داشت

۱تعریف: اگر  ۲ ۳( , , )a a a a


 ۱و ۲ ۳( , , )b b b b


 ۳دو بردار در باشند؛ در اینصورت ضرب داخلیa


bدر 
 را که با نماد.a b

 نمایش می دهیم بصورت زیر تعریف می کنیم

۱ ۱ ۲ ۲ ۳ ۳.a b a b a b a b
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خواص ضرب داخلی

1.. .a b b a
   

خاصیت جابجایی
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3..( ) . .a b c a b a c  پذیريخاصیت شرکت
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4.| . |a b a b
 

 )a bیعنی بردارهايa
 وb

و بردارها نیز غیرصفر باشند.برهم عمودند (

۰۰| | ۲
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 (نامساوي کشی شوارتز) منظور از| . |a b
  قدر مطلق مقدار.a b

 .است

. cos cos 
       

  a b a b a b a b

۱cosخرین نامساوي ازآکه در  .استفاده شده است
a,دو بردار غیرصفر  b

  را که زاویه بین آنها ۰است با فرض
۲


  در نظر می گیریم. می

aخواهیم تصویر قایم بردار 
 را بر امتداد بردارb

 که آن را با'a


ایم بدست آوریم. از روي نمایش داده 
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a'شکل مشخص است که  r b
 

 براي یکr حقیقی. با توجه به اینکه بردار تفاضلa
 از'a



بر بردار 
b
:عمود است. خواهیم داشت

'
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aبنابراین بردار تصویر قایم 
 بر امتداد بردارb

.بصورت زیر بدست می آید

'
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,۲مثال: تصویر قایم بردار  ۱,۲a ( ) 


,۱را بر امتداد بردار  ۱,۰b ( ) 


بیابید.
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کار در کلاس

۱,۰,۰iتصویر بردار -1 ( ) ۰,۱,۰بر امتداد بردارj ( ).را بیابید

aنشان دهید که اگر دو بردار -2


bو 


بر هم عمود باشند آنگاه تصویر یکی بر امتداد دیگري بردار صفر می 
شود.

aنشان دهید که اگر دو بردار -3


bو 


aدر یک راستا باشند آنگاه تصویر 


bبر 


aبرابر خود 


می شود.

هر یک از حالات زیر را با شکل هاي داده شده نظیر کنید.-4

.۰الف)  a b (۰ب. a b (۰پ. a b (ت. | || |a b a b(ج. | || | a b a b
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خارجیضرب

قبل دیدیم که ضرب داخلی دو بردار همواره عددي حقیقی است. می توان ضرب دو بردار را به گونه اي در بخش
تعریف کرد که حاصلضرب آنها همواره یک بردار باشد.

۱تعریف. فرض کنیم  ۲ ۳( , , )a a a a


 ۱و ۲ ۳( , , )b b b b


 دو بردار باشند. ضرب داخلیa


bو 


را که با نماد 
a b
 

نمایش می دهیم به صورت زیر تعریف می شود
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در نظر بگیرید. حاصل ۳در jوiمثال. بردارهاي 
 
i j و

 
j i.را به دست آورید

۱,۰,۰ ۰,۱,۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰( , ) ( ) (( )( ) ( )( ), ( )( ) ( )( ۱ ۱ ۰ ۰ ۰,۰,۱), ( )( ) ( )( )) ( )
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i j k

j i k

همانطور که مشاهده شد حاصلضرب خارجی دو بردار 

iو


j برابر با بردار برابر با بردار


k شد که بر هر دوي


iو


j .ضرب خارجی داراي خواص زیر می باشد.می باشد

۱: فرض کنید 1خاصیت  ۲ ۳( , , )a a a a


 ۱و ۲ ۳( , , )b b b b


 دو بردار باشند. در این صورت

۰ ۰.( ) , .( )   a a b b a b

خاصیت گویاي این مطلب است که حاصلضرب خارجی دو بردار برابر بردار عمود بر آنهاست برقرار است.این

اثبات.

۱ ۲ ۳ ۳ ۲ ۲ ۳ ۱ ۱ ۳ ۳ ۱ ۲ ۲ ۱

۱ ۲ ۳ ۳ ۲ ۲ ۳ ۱ ۱ ۳ ۳ ۱ ۲ ۲ ۱

۰.( ) ( ) ( ) ( )

۰.( ) ( ) ( ) ( )

       

       

a a b a a b a b a a b a b a a b a b

b a b b a b a b b a b a b b a b a b

زیر برقرار استروابطkو jوiمی توان نشان داد که براي سه بردار یکه
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i j k j k i k i j

j i k k j i i k j

می دهند.نیز زیر نمایش نمودار چرخشی معمولاً این روابط را بصورت 

۱اگر  ۲ ۳( , , )a a a a


 ۱و ۲ ۳( , , )b b b b


 دو بردار غیرصفر و اندازه بردار زاویه بین آنها باشدa b می
شود:
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a b a b a b a b a b a b a b
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a b a a b b a b a b a a b b a b a a b b a b

a a a b b b a b a b a b a b a ۲

۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

)

۱| | | | | | | | cos | | | | ( cos ) | | | | sin (| || | sin )        

b

a b a b a b a b a b

aاندازه بردار بنابراین  bبرابر است با

| | | || | sin a b a b 

با توجه به مطالب سال قبل سمت راست عبارت فوق برابر است با مساحت متوازي الاضلاعی که اضلاع آن برابر 
| | , | |a b است. بنابراین می توان گفت که ضرب خارجی دو بردار، برداري است عمود بر آنها که اندازه آن از

ور است.لحاظ عددي برابر با مساحت متوازي الاضلاع مذک

ی از این خواص را در زیر یکضرب خارجی داراي خواص متعددي است که در زیر برخی از آنها اشاره شده است.
اثبات می کنیم.

: 2اصیت خ   a b b a.

۰: 3اصیت خ 
 
a a.

)عددي حقیقی باشد آنگاه: r: اگر 4اصیت خ )    ra b r a b a rb.

,: براي سه بردار 5اصیت خ ,a b c:داریم
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( )

( ) ( ) ( )

     
     

a b c a b a c

a b c a c b c

a,: دو بردار غیر صفر 6اصیت خ b ۰با هم موازي هستند اگر و فقط اگر 
  
a b.

اثبات.

۰ ۰ ۰ ۰ ۰| | | || | sin sin ||            
    
a b a b a b a b    

حجم متوازي السطوح

واقع در یک صفحه باشند آنگاه متوازي السطوحی همانند شکل زیر می توان به کمک سه بردار غیرcوbوaاگر 
آنها تولید کرد. 

همانطور که از شکل مشخص است ارتفاع این متوازي السطوح 

برابر است با تصویر قائم بردار 

a روي بردارb c یعنی

۲

.( )
( )

| |


 


a b c
b c

b cارتفاع

شده پس مساحت آن برابر است با تولیدcوbبردارهاي با توجه به اینکه قاعده این متوازي السطوح توسط
| |b c.

بنابراین حجم متوازي السطوح به صورت زیر به دست می آید:

۲

.( )
| | ( ) | .( ) |

| |


   


a b c

b c b c a b c
b c اندازه ارتفاعمساحت قاعده

از شکل فوق واضح است که اگر سه بردار در یک صفحه قرار بگیرند آنگاه حجم متواطی السطوح برابر صفر است 
لسطوح برابر است با و از رابطه بالا نیز این مطلب قابل اثبات است. لذا در این حالت خاص نیز حجم متوازي ا

| .( ) |a b c.

۱,۱,۰ورید که توسط بردارهاي آمثال. حجم متوازي السطوحی را به دست  ۰,۱,۱ ۱,۰,۱( ), ( ), ( )  a b c تولید
میشود.

به دست می آید. cدر بردار bحل. با استفاده از ضرب خارجی 
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۱,۱, ۱( )  b c

به دست می آیدبنابراین حجم متوازي السطوح 

۱,۱,۰ ۱,۱, ۱ ۱ ۱ ۰ ۲:| .( ) | | ( ).( ) | | |      V a b c

در یک صفحه باشند آنگاه حجم متوازي السطوح و نیز cو bوaپیش تر اشاره شد که اگر سه بردار 
| .( ) |a b c برابر صفر میشود. عکس این مطلب نیز صادق است و از آن براي بررسی اینکه سه بردار داده شده

تند یا نه استفاده می شود.در یک صفحه هس

,۲,۳مثال. آیا بردارهاي ۱ ۱, ۱,۳ ۱,۹, ۱( ), ( ), ( )     a b cدر یک صفحه اند؟

).حل. براي این منظور کافی است  )a b c را بدست آوریم. اگر مقدار آن صفر باشد یعنی حجم متوازي السطوح
غیر این صورت سه بردار در یک صفحه نیستندتولیدشده صفر است و این یعنی سه بردار در یک صفحه اند در

۱۶,۱۴,۱۰سه بردار در یک صفحه هستند  ۳۲ ۴۲ ۱۰ ۰( ) .( )          b c a b c

تمرین
بدست آورید.bرا بر امتداد aکه در زیر آمده است تصویر قائم bو aک از بردارهاي براي هر ی-1

۰با این خاصیت که 3و 2و 1بردارهایی باشند به ترتیب به طولهاي cو bوaفرض کنید -2  a b c .
۰مقدار      a b b c c a.را محاسبه کنید

مثال بزنید که براي آنها cو bوaسه بردار -3  a b a c ولیb c.

,۱اگر -4 ۳,۴ ۳, ۴,۲ ۱,۱,۴( ), ( ), ( )     a b c باشند آنگاه تصویر قائمa بر امتدادb+c.را بدست آورید

,۱برداري عمود بر دو -5 ۳,۲ ۲,۱, ۵( ), ( )    a bبردار  پیدا کنید.

مثال بزنید که براي آنها cو bوaسه بردار -6  a b a c ولیb c.

۷۲و۳a،۲۶bمفروضند بطوریکهbوaبردارهاي -7 a b مقدار .a b.را محاسبه کنید

۴,۰,۴مساحت مثلثی که رئوس آن با نقاط-8 ۵,۵,۰ ۳,۵,۷( ), ( ), ( )   A b A.داده شده است را بیابید


