
ي مشتق مفاهيم اوليه: 4-1

,A(aي    در شكل مقابل در نقطه     f (a))     روي نمودار تابع y f (x)   خط ،L     ايـم    را بر نمودار مماس كرده .
a) را نيز با مختصات   Bي    نقطه h, f (a h)) در شـكل،  (ايـم    روي نمودار در نظر گرفتهh   و اگـر ،

h   گاه    ، آنB    سمت چپ A  خط    شيب پاره ). گيرد   قرار ميAB     برابر اسـت بـا  :f (a h) f (a)
a h a
 
 

، و

hواضح است وقتي كه           ي    ، با نزديك شدن نقطهB  ي     به نقطهA   خط ،AB     نيز به خط Lنزديـك 
به حد كسر فوق، كه برابـر شـيب خـط ممـاس.  خواهد شد  Lسر بالا همان شيب خط      بنابراين حد ك  . شود  مي

xي   در نقطهfمشتق تابع  است،  aگويند  مي. 

xي     در يك همسايگي نقطه    fفرض كنيد تابع     :تعريف a    گـوييم     اگـر حـد زيـر وجـود داشـته باشـد، مـي             .  تعريف شده باشـدf   در x a

x در fمشتق تابع «پذير است و مقدار حد را  مشتق a «ناميم مي. 

h

f (a h) f (a)f (a) lim h

  


  اگر قرار دهيد ):1(تذكّر x a h ،  وقتي h  داريم ، :x aصورت زير بازنويسي كنيم توانيم حد بالا را به  و مي:

x a

f (x) f (a)f (a) lim x a

 


   ي      ودار تـابع، در نقطـه      شيب خط ممـاس بـر نم ـ       ):2(تذكّرA(a,f (a))       روي نمـودار تـابع y f (x)    برابـر f (a)  در حـالتي كـه.  اسـت
f (a)  ، كه  با وجود آنf (a) موازي محور (اس وجود دارد و خطي عمودي ، خط مم)زيرا عددي حقيقي نيست( وجود نداردyاست) ها. 

تر است؟ رو، مقدار مشتق بيش روبهدر كدام نقطه واقع بر منحني  ):  1 ( تست
 ). استRپذير در  منحني مربوط به يك تابع مشتق(

1 (A 2 (B 
3 (C 4 (D 

ددي منفـي و در، شـيب خـط ممـاس ع ـ   Dي  در نقطـه .  خط مماس بر منحني تقريباً افقي و مقدار مشتق برابر صفر اسـت         B و   A در نقاط    :حل
 . درست است)3(ي  بنابراين گزينه. تر است ، مقدار مشتق تابع بزرگCي  پس در نقطه. ، شيب خط مماس عددي مثبت استCي  نقطه

:طرفه هاي يك مشتق
هاي چـپ و راسـت را  توانيم مشتق   به اين ترتيب مي   . ، بايد حدهاي چپ و راست در آن نقطه موجود و برابر باشند            براي وجود داشتن حد در يك نقطه      

 :تعريف كنيم

: چپ و راست تعريف مشتق
x در f، مشتق چپ تابع )در صورت وجود( تعريف شده باشد، مقدار حد زير را [b,a)ي  بازه در fاگر تابع  aناميم  مي: 

h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)f (a) lim f (a) lim
h x a  

 

    


ــا  ي


x  درf مشتق راست   معين است،(a,c]ي  بازه كه در fهمين ترتيب براي تابع  به aشود  تعريف مي: 

h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)f (a) lim f (a) lim
h x a

ــا  ي
  

 

    


y

xa ha

A
(L)

B

y f (x)

f (a h)

B x

C
A

D

y

مشتق
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x در f تابع :نتيجه aاگر و تنها اگر  پذير است،  مشتق f (a) و f (a)موجود و برابر باشند .

. فرسـا اسـت   دست آوريم، ولي در بسياري از موارد، ايـن كـار طـولاني و طاقـت            توانيم مشتق توابع مختلف را به       استفاده از تعريف مشتق، مي    با  
البته در مـسائلي خـاص اسـتفاده از تعريـف. ها اشاره خواهيم كرد     گيري توابع وجود دارد كه كمي جلوتر به آن          هايي براي مشتق    همين دليل فرمول    به
 :كنيد  را مشاهده ميها تر است كه چند نمونه از آن گيري ساده شتق براي مشتقم

xاختلاف بين مشتق چپ و راست تابع  ):  2 ( تست tan ( ) xxf (x)
x

1 1  
 



 
xي   در نقطه  كدام است؟  

1(2 (
23 (4

34 (3
4

 اولاً چون :حل
x
lim f (x)


  ــفر  كــران دار صـ


 و f ( )  ،  تابع f در x  حال داريم.  پيوسته است: 

tx x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim lim tan ( ) lim tan (t)x x x
1 11

2  

 


  

      
  

 

fهمين ترتيب  به ( )
   2 و اختلاف دو مشتق ( )    2 . درست است1ي   بنابراين گزينه.شود  مي2

 .ها در همسايگي مورد نظر جزء صحيح و قدر مطلق را حذف كنيم  بهتر است ابتدا با نامساوي،در توابع شامل جزء صحيح يا قدر مطلق
 

fاگر  ):  3 ( تست (x) (x )[ x ]  2 3 f، حاصل 2 ( ) f ( )  2  كدام است؟2
 1) 4 1) 3 2) 2 صفر) 1

f چون :حل ( ) 2 داريم :

x x x x

f (x) f ( ) f (x) (x )[ x ]f ( ) lim lim lim lim [ x ] [ ]
x x x   




   

         
  2 2 2 2

2 2 3 22 3 2 4 42 2 2
: آوريم دست مي بههمين ترتيب  به

x
f ( ) lim [ x ] [ ]







    

2
2 3 2 4 f، بنابراين 3 ( ) f ( )    2 2  . درست است4ي   و گزينه1

fبراي تابع  ):  4 ( تست (x) | x | x 2 در x  كدام گزينه درست است؟ ،
 ابرابرمشتق چپ و راست موجود و ن) 2 مشتق چپ و راست موجود و برابر) 1
 .مشتق راست موجود است، ولي مشتق چپ وجود ندارد) 4 .مشتق چپ و راست وجود ندارد) 3

xدر همسايگي راست و چپ  :حل  نويسيم ي تابع و حدهاي متناظر را مي   جداگانه ضابطه:

x x

f (x) f ( )x : f (x) x x f ( ) lim lim x
x 




 

       


2 2 2
 

  

x x

f (x) f ( )x : f (x) x x f ( ) lim lim ( x )x 




 

          


2 2 2
 

  
 . درست است2ي  ينهبنابراين گز

fاگر  ):  5 ( تست (x) | x | [ x ]  2 f، حاصل 34 ( ) f ( )  2  كدام است؟2
1 (4 2 (4 3 (68 4 (68 

xراست و چپ كوچك  ابتدا در همسايگي :حل  :نويسيم ي تابع را بدون جزء صحيح و قدر مطلق مي  ضابطه2
x : x x , x f (x) (x )[( ) ] (x )              2 3 2 22 2 4 8 4 8 9 4
x : x x , x f (x) ( x )[( ) ] ( x )              2 3 2 22 2 4 8 4 8 8 4

fي  حال مثلاً براي محاسبه ( )  : داريم2

x x x

f (x) f ( ) (x )f ( ) lim lim lim (x )
x x  

  

         
 

2

2 2 2

2 9 42 9 2 362 2
: گيريم همين ترتيب نتيجه مي به

x
f ( ) lim (x )




   
2

2 8 2 f: ، بنابراين32 ( ) f ( )    2 2  . درست است4ي   و گزينه68
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x در fاگر تابع ) الف ):  1 ( ي مسأله aحاصل  پذير باشد،  مشتق 
h

f (a mh) f (a nh)lim
kh

  


يقي  اعداد حقm,n,k( را بيابيد 

 ).ثابت هستند

fاگر ) ب (a) و f (a) موجود باشند، حاصل 
h

f (a h) f (a h)lim
h

  2 3


 . را بيابيد

f با اضافه و كم كردن  ) الف: حل (a)در صورت كسر داريم  : 
h h

f (a mh) f (a) f (a nh) f (a)lim lim
kh kh

= جواب    
 

   


 

fتوانيم برحسب  صورت زير مي سر اول را به ك حدحال مثلاً (a)بيان كنيم : 
t mh

h h t

f (a mh) f (a) f (a mh) f (a) f (a t) f (a)m m mlim lim lim f (a)
kh k mh k t k



  

        
  

nهمين ترتيب كسر دوم برابر  به f (a)
k

شود و جواب نهايي برابر است با  مي :(m n)f (a)
k

. 

t اگر قرار دهيم)ب h k و2 h 3گاه داريم ، آن:t  و k  ) وقتيh  (صورت زير بازنويسي كنيم توانيم كسر را به ، و مي:

h h h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a) f (a h) f (a) f (a h) f (a)lim lim lim lim
h h h h

 جواب    
      

       
   


2 3 2 32 32 3   

t k

f (a t) f (a) f (a k) f (a)lim lim f (a) f (a)
t k   

 

        2 3 2 3
 

 :شود ها مفيد واقع مي گاه در حل تستي مفيدي است كه  نكته) الف(سمت ي ق نتيجه
 

x در fاگر تابع  :  نكته aپذير باشد، و   مشتقm ،n و k باشند، داريم سه عدد حقيقي:

h

f (a mh) f (a nh) m nlim f (a)
kh k

    


 

xيك از كسرهاي زير وقتي  حد كدام ):  6 ( تست   برابر ،f (x)است؟ 

1 (f (x x) f (x x)
x

    


22 (f (x) f (x x)
x

  


3 (f (x x) f (x x)
x

    


4 (f (x x) f (x x)
x

    
2

:ي قبل داريم طبق نكته) 1(ي   در گزينه:حل

x

f (x x) f (x x) ( )lim f (x) f (x)
x 

         


2 2 1 31
 

fترتيـب      به 4 و   3،  2هاي     حاصل حدهاي گزينه   همين ترتيب   به. كند   تفاوتي در حد ايجاد نمي     x به   hدقت كنيد كه تغيير نام       (x)  ،f (x)2 
fو  (x)است4ي  بنابراين پاسخ تست گزينه. شود  مي . 

اگر  ):  2 ( ي مسأله
x x x

f (x)
x x x

   
  

2

2

3 1

3 6 1
، حاصل 

h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

2
1 1 2

3
 .دست آوريد  را به

f با اضافه و كم كردن :حل ( : بنويسيمfهاي چپ و راست  توانيم حاصل كسر را برحسب مشتق  كسر مي در صورت1(

h h h h

f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( )lim lim lim lim
h h h h

 جواب    
   

          


2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 1 2 11 2

3 33 3 2   
 

tاگر قرار دهيم     h k و   2 h  h، وقتي   22   داريم  :t     و k        و حاصل حد اول f ( ) f و حاصل حد دوم      1 ( ) . شـود    مي 1

fبنابراين جواب نهايي برابر      ( ) f ( )  1 21 13 x در   fها با توجه به پيوستگي تابع         ي مشتق   براي محاسبه . شود   مي 3  تـوانيم از دو ضـابطه   مي 1

 :دانيم گيري مي هاي مشتق مشتق بگيريم، كه از فرمول
x x

f (x) f ( ) , f ( )
x x

 جواب     
             

2 3 1 5 21 5 1 1 13 32 3 1
 




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:ناپذيري پذيري و مشتق مشتق
x در   fديديم كه تابع     a اگر حاصل     پذير است،    مشتق 

h

f (a h) f (a)lim
h

 


تـر نقـاطي را بررسـي خواهيم كمي دقيق حال مي.  موجود باشد

 .ي زير دقت كنيد  ابتدا به قضيه.ناپذيري يك تابع را ها اين حد وجود ندارد، يا به عبارت ديگر نقاط مشتق كنيم كه در آن

x در fاگر تابع  :قضيه aگاه در  ، آن پذير باشد  مشتقx aپيوسته است .
x در fاگر تابع : به عبارت ديگر aگاه   پيوسته نباشد، آنf در x aپذير نيست  نيز مشتق. 

 مـثلاً تـابع   . ي بالا درسـت نيـست    دقت كنيد كه عكس قضيه  :تذكّرf (x) | x | در x      زيـرا(پـذير نيـست     پيوسـته اسـت، ولـي مـشتق
f ( )  1 و f ( )  1.( 

:ناپذيري يك تابع بايد گيريم كه براي پيدا كردن نقاط مشتق ي بالا نتيجه مي   از قضيه:نتيجه
 .ناپذيري هم هستند ي اين نقاط، نقاط مشتق همه.  نقاط ناپيوستگي را پيدا كنيم-1
fها تابع پيوسته است، ولي يكي از مقادير            نقاطي كه در آن    -2 (a)   و f (a)    طور نقاطي كه  همين. اند  ناپذيري   موجود نباشند، نقاط مشتق

fها  در آن (a) f (a)  . 
 .كه بفهميم چه نقاطي را بايد در شرط دوم بررسي كنيم، در ادامه نكاتي را بيان خواهيم كرد براي اين

اگر  ):  7 ( تست
x x

f (x)
x x

  
 

2 1




xگاه در  ، آن  كدام گزينه درست است؟  

 .مشتق چپ وجود دارد، ولي راست وجود ندارد) 2 .مشتق راست وجود دارد، ولي چپ وجود ندارد) 1
 .پذير است مشتق) 4 .مشتق چپ و راست وجود ندارد) 3

xتابع در با توجه به ضابطه اولاً  :حل  ولي مشتق راست نيز ندارد، زيرا. ناپذير است ته و بنابراين مشتق از چپ ناپيوس:

x x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim
x x x  

  

      


1
  

  
 . درست است3ي  بنابراين گزينه

xكدام تابع در  ):  8 ( تست  ؟نيستپذير   پيوسته است، ولي مشتق

1 (f (x) x [x] 2 2 (f (x) x | x | 

3 (x sin x
xf (x)

x

  
 

2 1 

 
 4 (f (x) | x | [x] 

| و   x2ي    هاي صفر كننده    به دليل عامل  ) 4(و  ) 1(ي    ها   توابع گزينه  :حل x x در   |   به وضـوح در     ) 2(ي    تابع گزينه . اند   پيوستهx  پيوسـته 
: داريم) 3(ي    است و براي تابع گزينه    

x
lim f (x) ــفر  كــران دار صـ


  


    پس در ،x    در  ) 4(ي    تابع گزينه .  پيوسته استx   پـذير   مشتق

 :نيست، زيرا

x

x x x

x

xf ( ) lim [x]
xf (x) f ( ) f (x) | x |f ( ) lim lim lim [x]

x x x xf ( ) lim [x]
x








  




             


1



  



 
  

 

xهاي ديگر در  شود توابع گزينه  ميهمين ترتيب ثابت به  پاسخ تست است4ي   بنابراين گزينه.پذير هستند  مشتق . 
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fكدام گزينه براي تابع  ):  9 ( تست (x) [cos x] درx   درست است؟2

 .لي مشتق راست نداردمشتق چپ دارد، و) 2 .مشتق راست دارد، ولي مشتق چپ ندارد) 1
 .پذير است مشتق) 4 .نه مشتق راست دارد و نه مشتق چپ) 3

:كنيم ار تابع را رسم ميدنمو :حل

xي  با توجه به نمودار در نقطه  ، تابع از چپ پيوسته2

 . چپ آن نيز صفر است است و مشتق
 . درست است2ي  بنابراين گزينه

در توابع    ):  3 ( ي مسأله
x x

f (x)
x x

   
 

2

3

1

1




 و

x x
g(x)

x x

   


2

3

1 


x، مقادير مشتق چـپ و راسـت را در              

 .دست آوريد به
xي   در هر دو تابع بدون در نظر گرفتن نقطه:حل  ها مشتق بگيريم توانيم از ضابطه  مي:

x x x x
f (x) , g (x)

x x x x

      
   

2 2

2 2

3 3

 

 
 

xي مشتق، شرط      دقت كنيد كه در ضابطه       ي اول توابع، به  در ضابطهx  ي مرزي  ولي در نقطه.  تغيير پيدا كرده استx  چه وضـعيتي 

 : داريمfبرقرار است؟ در تابع 
x x x

f (x) f ( ) f (x) xf ( ) f ( ) lim lim lim
x x x  

  

      


211
  

  

: آوريم دست مي به همين ترتيب به
x

xf ( ) lim
x


  

3


 در نتيجه ، :f ( ) f ( )      يا به بيان ديگر ،f ( )  . 

)g نيز با توجه بهgدر تابع )  1ي ، براي محاسبهg ( ) از همان روابط f ( ) گيريم كنيم و نتيجه مي  استفاده مي:g ( )  ولي براي ،g ( ) داريم : 

x x

g(x) g( ) xg ( ) lim limx x  
 

       


3 1 1
 

  
gپس  ( ) وجود ندارد ! 

fي    شويد كه براي محاسبه     اگر دقت كنيد متوجه مي    ) 3(ي   در مسأله  ( )    و f ( )  ي    توانستيم از همان دو ضابطه       ميf (x)استفاده كنيم 
از حدهاي(

x
lim x


2


 و

x
lim x



23


gي     محاسبه ولي در ).  ( )  توانيم از   نمي
x
lim x



23


gي دوم     در ضابطه  ( (x) (  دقـت در.استفاده كنـيم 

x در   fدهد كه     صورت سؤال نشان مي         پيوسته و g      ي    همين دليل در محاسبه      فقط از راست پيوسته است، بهf ( )    و g ( )  توانـستيم   مي
fهاي  از ضابطه  و gاستفاده كنيم . 

اي    در تابع دو ضابطه    :  نكته
g(x) x a

f (x)
h(x) x a


  

x در   f به شرط پيوسـتگي       a  ي    تـوانيم بـراي محاسـبه       ، مـيf (a)و 

f (a)ها وقتي   از حد مشتق ضابطهx aاستفاده كنيم . 

 پيوستگي راست :تذكّر f در x a براي f (a) و پيوستگي چپ آن براي f (a)كافي است .

xدر تابع  ):  10 ( تست x xf (x)
ax b x

   
 

2 2 1
1

f، اگر  ( )   كدام است؟b موجود باشد، 1

1 (2 2 (1 3 (1) 4 صفر 
x در fاز پيوستگي  :حل  a: گيريم  نتيجه مي1 b a b      1 2 :م، حال با فرض پيوستگي داري1

f ( ) f ( ) a bx x
f (x) a a b

a x
                

1 1 12 2 1
2 1 2 1

1
 

 . درست است2ي  بنابراين گزينه





1


2

3
2 x

y [cos x]

1


2

3
2

x

y cos x



 295 »مشتق«فصل چهارم 

 .پردازيم حال به بررسي نقاط ديگر مي. ناپذيري يك تابع هستند ي نقاط مشتق ديديم كه نقاط ناپيوستگي اولين دسته
 :ايم، دقت كنيد ي زير كه معادل آن را در بخش حد و پيوستگي نيز بيان كرده ابتدا به قضيه

x در   g و   f اگر توابع    -1  :قضيه a گاه    پذير باشند، آن     مشتقf g  ،fg   و f
g)    به شرطg(a)   (  در  نيزx a پـذير   مشتق

 .خواهند بود
x در f اگر -2 aپذير و   مشتقg در x f (a)گاه تابع  آن  پذير باشند،  مشتقgof نيز در x aپذير است  مشتق. 

P(x)يعني  (اي، توابع گويا      گيريم توابع چند جمله     با استفاده از اين قضيه نتيجه مي      
Q(x)   كه P   و Q   توابع مثلثاتي و جمع، تفريق،)اند  اي   دو چند جمله ،

 توابـع-2 توابع اصم، -1ناپذيري در سه دسته از توابع ظاهر مي شوند،  معمولاً نقاط مشتق. پذيرند  مشتق ي خود   دامنهضرب و تقسيم چنين توابعي در       
 . توابع شامل جزء صحيح-3شامل قدر مطلق و 

 

ناپذيري در توابع اصم مشتق :  نكته
nf  تابع -1 (x) x) n N  ،n  xي     هاي فرد تنها در نقطه     nبراي  ) 2    ناپذير است و بـراي         مشتقn،هـاي زوج

xنقاط   شوند ي آن حذف مي  نيز از دامنه. 
ng(x)ع   تاب -2 f (x)     كه در آن f   هاي    ا ممكن است در ريشه    هاي است، تن     يك چند جملهf البته براي. ناپذير باشد    مشتق
n   تر، اگر     قيقبه بيان د  . ي دامنه نيز در نظر گرفته شود        هاي زوج بايد محدودهx a مكـرر     سـاده يـا    ي   ريشه f   ي    از مرتبـه

m باشد، و mتكرار  n تابع ،g در x aناپذير است  مشتق. 

 كّرتذ: x a ي مكرر    ريشهf  ي تكرار    از مرتبهm    است، اگر mf (x) (x a) h(x)     كـه x a  ي     ريـشهh  مثـال دربـراي .  نيـست 
f (x) x(x ) (x )  2 31 x، عدد1  ي ي ساده   ريشهfاست، ولي x  x و1  1هاي مكرر  ريشهfهستند3 و 2ي تكرار   از مرتبه . 

g(x) تابع   :مثال x (x ) (x )  4 23 1 x در نقاط    2  x و   1  2 ولي در   . ناپذير است    مشتقx    ي عبارت زير راديكال  كه ريشه    با آن
xي تكرار     باشد، زيرا درجه    پذير مي   است، مشتق     است و    4ي     از مرتبه 4  3 است كـه هـر دو از     1 و   2ي ديگر،      ريشه 2ي تكرار     ولي درجه . 3

x براي مثلاً. ترند كم   : داريم1

x x x

x (x ) (x )g(x) g( ) g(x)g ( ) lim lim limx x x  
  

    
  

4 23

1 1 1

1 211 1 1 1

x

x (x )
lim g ( )

x
 وجود نــدارد

 


     


43 3

31

2 3 1
1 

 

ناپذيري در توابع شامل قدر مطلق مشتق :  نكته
fاگر   (x) | g(x) |   تابع  وg   در x a پذير باشد،      مشتقf     در صورتي در x a ناپذير است كه       مشتقx a  ي    ريـشه
 . باشدgي  ساده

 كه  ي آن برا:تذكّرx aي  ي ساده  ريشهg باشد، بايد g(a)   ولي ،g (a)  .

 در حالت خاصي كه :تذكّر gاي باشد، بايد   چند جملهg(x) (x a)h(x) كه  وري طh(a)  .
f تابع   :مثال (x) | x (x ) (x ) |  4 31 xي     تنها در نقطه   2  2 عبـارت داخـل قـدر مطلـق اسـت         ي    ي ساده   ناپذير است، زيرا ريشه      مشتق .
xهاي  ريشه   و x   .كنند ناپذيري را مشخص نمي  هستند، نقاط مشتق1تر از  ي تكرار بيش اي مكرر از درجهه  چون ريشه1

ناپذيري تابع نقاط مشتق ):  4 ( ي مسأله
| (x )(x ) | | x |

f (x) (x )(x )
| x |(x )

   


   
 



2

2 23

1 2 3

16 3 37

 .دست آوريد  را به

xي  ي اول در نقطه     ضابطه :حـل   1يعني (ي ضابطه   در محدودهكه) ي عبارت داخل قدر مطلق ي ساده ريشه(ناپذير است   مشتق| x | قرار) 3
xي دوم در نقاط       ضابطه. دارد  4 ناپذير است كه نقاط       مشتقx  4  تنهـا بايـد نقـاط مـرزي         . ي ضابطه قـرار دارنـد        در محدودهx  3را 

 :اند از  عبارتfناپذيري تابع  بنابراين طول نقاط مشتق. وضوح تابع در اين نقاط ناپيوسته است  كه بهبررسي كنيم
{ , , , , }4 3 1 3 4   





296 

 ي    سأله نقطـه  مثلاً در اين م ـ   . شود  ي تابع مطرح مي     ناپذيري فقط در نقاط دامنه      پذيري و مشتق     همانند بحث پيوستگي، مشتق    :تذكّرx  7را 
 .ي تابع نيست پذيري محسوب كنيم، چون اصلاً در دامنهنا نبايد جزء نقاط مشتق

fاگر تابع  ):  11 ( تست (x) ( x ax b) | (x )(x ) |    22 1  كدام است؟aپذير باشد،   مشتقR در 2
1 (3 2 (3 3 (6 4 (6 

xي قبل، بايد       طبق نكته  :حل  x و   1  xهـاي     ي عبارت نباشند، در نتيجه بايد هر دو ريشه          ي ساده    ريشه 2 ax b 22  يعنـي ايـن.  باشـند
x)صورت  عبارت به )(x ) 2 1  : قابل نوشتن است، در نتيجه2

x ax b (x )(x ) x ax b x x a , b              2 2 22 2 1 2 2 2 6 4 6 4 
 . درست است)4(ي  بنابراين گزينه

ناپذيري در توابع شامل جزء صحيح مشتق :  نكته
yتابع   [f (x)]      و در نقـاط ديگـر ناپيوسـته و)با مشتقي برابر صفر   (پذير نيز هست      ست، مشتق  در تمام نقاطي كه پيوسته ا ،
 .ناپذير است مشتق

yدر نقاطي كه تابع     : ي بالا واضح است     مفهوم نكته  [f (x)]    بـا(پـذير   خطي افقي تـشكيل شـده، بنـابراين مـشتق       پيوسته است، نمودار آن از پاره
 .اشدب مي) مشتقي برابر صفر

:ناپذيري انواع نقاط مشتق
هـا  يعني نقاطي كه تـابع در آن      (ناپذيري را     ولي نقاط ديگر مشتق   . ناپذيري يك تابع، همان نقاط ناپيوستگي هستند        ي اول نقاط مشتق     ديديم كه دسته  

 : كنيمي زير تقسيم توانيم به سه دسته مي) پذير نيست پيوسته است، ولي مشتق
x نقاطي كه مانند     :دار   نقاط زاويه  -1 a  ها     در آنf       حـداقل يكـي از دو مقـدار          پيوسـته اسـت وf (a) و f (a)موجـود اسـت، ولـي تـابع 

 .ناپذير است مشتق
 .دهند مماس از چپ و راست بر نمودار تابع رسم كنيم كه با هم يك زاويه تشكيل مي م دو نيمتواني در اين نقاط مي

f تابع :مثال (x) | x |ي   در نقطهx  دار دارد، زيرا ي زاويه  يك نقطه:
f ( ) , f ( )    1 1  

 : به دو نمودار مقابل نيز دقت كنيد

x نقاطي مانند    : نقاط بازگشت  -2 a   ها     كه در آنf     پيوسته است و f (a)   و f (a)   يعنـي(هاي مختلف     اند، ولي با علامت      هر دو نامتناهي
f (a)   و f (a)  يا بر عكس .( 

f تابع  :مثـال  (x) (x )  23 xي   در نقطـه 1  fي بازگـشت دارد، زيـرا     نقطـه 1 ( )  1و 
f ( )  1 .به نمودار تابع دقت كنيد: 

 :رو دقت كنيد دار روبه به نموچنين  هم

x نقاطي مانند    : نقاط عطف قائم   -3 a   ها     كه در آنf     پيوسته است و f (a) f (a)    

fيا  (a) f (a)    . 
f تابع   :مثال (x) x 3 xي     در نقطه  2  : داريـم . به نمودار تـابع دقـت كنيـد   .  عطف قائم دارد  2

f ( )  2 و f ( )  2. 

x

y

a

f (a)
f (a)




  
  

x

y

a

f (a)
f (a)

 عـــدد حقيقـــي



 
  

x

y

x

y

1

x

y

af (a)
f (a)




  
   

x

y

2



اي هاي چهارگزينه پرسش

رو باشد، كدام گزينه درست است؟  به شكل روبهfاگر نمودار تابع  -1

1 (
f (a)
f (a)




  
   

 2 (
f (a)
f (a)




  
   

 

3 (
f (a)
f (a)




  
   

 4 (
f (a)
f (a)




  
   

 

,a)ي  بازهرو در  ع روبهنمودار تاب -2 b) در چند نقطه از نقاط ixناپذير است؟  مشتق
1 (2 
2 (3 
3 (4 
4 (5 

3- f تابعي فرد است و f ( ) 1 f و 2 ( ) 1 fمقدار . 1 ( ) 1كدام است؟ 
1 (1 2 (2 3 (1 4 (2 

f يك تابع زوج باشد، با فرض fاگر  -4 ( ) 1 f و 1 ( ) 1 f، مقدار 2 ( ) 1كدام است؟ 
1 (2 2 (2 3 (1 4 (1 

y روي منحنيh2 و2هاي دو نقطه به طول -5 xدو نقطه، وقتيي خط گذرنده بر  مقدار حد ضريب زاويه. اند  مفروضh  كدام است؟ ،

1 (22 (2 3 (2
44 (2 2 

y هموار  را از نمودار تابعx و 2هاي  طول شيب وتري كه دو نقطه به  -6 f (x)كند، برابر  هم وصل مي  بهx x 2 2 شيب مماس بـر.  است4
  كدام است؟2طول  ي به ا منحني در نقطه

1 (4 2 (6 3 (8 4 (12 

در تابع  -7
x xf (x) x
| x | x

    
  

3 1 11
1

f، حاصل  ( ) 2كدام است؟ 

1 (3 2 (1 3 (1 4 (3 

در تابع  -8
x x

f (x) x x
x

2
2

2
2

   
 




f، مقدار  ( ) كدام است؟ 

1 (2 2 (4 3 (44 (وجود ندارد. 

fاگر مشتق چپ تابع  -9 (x) ax x 2 41
x در 2   برابر 1،مقدار باشد  aكدام است؟ 

1 (2 2 (2 3 (1 4 (4 

اگر مشتق چپ تابع  -10
ax tan ( ) xf (x) x

x

1 1  
 



 
xي   در نقطه  مقدار باشد،2ابر  بر  aكدام است؟ 

1 (4 2 (4 3 (1
24 ( 1

2 

y

xa

y

x
a x1 x2 x3 x4 x5 b
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fمشتق راست تابع  -11 (x) x   21 xي   در نقطه1  كدام است؟ 

1 ( 2 2 ( 2
2 3(2

24 (2

fنمودار تابع  -12 (x) x   21 x در همسايگي 1  كدام شكل است؟  به 

1 (2 (3 (4(

fمقدار مشتق تابع  -13 (x) | x tan x |1ي   در نقطهx  كدام است؟ 
 .دوجود ندار) 14) 3 صفر) 2 1) 1

g(x)اگر  -14 [x]sin x مقدار ،g ( )  كدام است؟2

1 ( 2 (وجود ندارد) 4 1) 3 صفر. 

xfمشتق تابع  -15 (x) x [ ]  xي   در نقطه2 k 2 1 (k Z)كدام است؟ 

1 (k2 2 (k 2  .وجود ندارد) 4 1) 3 1

fدر تابع  -16 (x) [x]sin x  حاصل ،f ( )  كدام است؟2
1 (2 2 ( 2 3 (وجود ندارد) 4 صفر. 

fدر تابع  -17 (x) [ x] | x |  3 x، مجموع مشتق چپ و راست در 8   كدام است؟2
1 (8 2(  8 3 (12 4 (12 

fمشتق چپ تابع  -18 (x) x [ x ] | x |   2 2 2 xي   در نقطه1  1چقدر است؟ 
 2) 4 2) 3 صفر) 2 . نيستموجود) 1

fدر تابع  -19 (x) (x a)[ x]   كه ،a N،حاصل   يك عدد ثابت است f (a) f (a)  كدام است؟ 
1 (a 2 1 2 (a 2 1 3 (a2 4 (a 2 1 

fاگر  -20 (x) (x x)([x] [ x])   2 f، حاصل 2 ( )  كدام است؟2
 1 4 (2) 3 صفر) 2 .وجود ندارد) 1

fمشتق راست تابع  -21 (x) [sin x cos x]  در x  3
 كدام است؟4

1 (1 2( وجود ندارد) 4 1) 3  صفر. 

fاگر مشتق راست تابع  -22 (x) a | cos x sin x |  در x  4 باشد، 1 برابر aكدام است؟ 

1 (22(   2 3 (2
24 ( 2

2 

fكدام گزينه مشتق تابع  -23 (x) sin x x را در 2  كند؟  بيان مي2

1 (
h

sin( h)lim
h

 


2 (
h

sin( h)lim h

 2


3 (
h

sin( h) sinhlim
h

  
2 2

4 (
h

sin x sin hlim
h


2

2 2

2

x در fاگر تابع  -24   حاصل  پذير باشد،  مشتق1
x

f (x) f ( )lim
x


1

1
1

 كدام است؟

1 (f ( ) 1 2 (f ( )2 f) 4 صفر) 3 1 ( )1 12

y

x

y

x

y

x

y

x

*
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x در fاگر تابع  -25  پذير باشد، حاصل   مشتق2
x

f (x) f ( )lim
x


22

2
4

 كدام است؟

1 (f ( )1 24 2 (f ( )1 22 3 (f ( )1 صفر) 4 28

:  داشته باشيمfاگر براي تابع  -26
h

f (x h) f (x )lim
h

 
 2 


، مقدار 

h

f (x ) f (x h)lim h

  2 


 كدام است؟

1 (4 2 (4 3 (2 4 (2 

:  داشته باشيمfاگر براي تابع  -27
h

f (x h) f (x )lim
h

 
 2 


گاه حاصل  ، آن

h

f (x ) f (x h)lim
h

  


 كدام است؟

1 (2 2 (2 
3 (f (x )2  4 (ناپذيري  پذيري يا مشتق به مشتقfي   در نقطهx x بستگي دارد . 

x در fهرگاه تابع  -28 x پذير باشد، حاصل   مشتق
n
lim n(f (x ) f (x ))

n n
  1 1

 كدام است؟  (n N)

1 (f (x )1
2 2(  f (x )  3 (f (x )2  4 (f (x )  

:  داشته باشيمfاگر براي تابع  -29
h

f (x h) f (x h)lim x
h

  


2 4 23
 حاصل،

h

f ( h) f ( h)lim
h h

  
2

2 2
3 2

 كدام است؟

1 (1 2 (23(  2
24 (2 

xfاگر  -30 (x) sin( ) ، حاصل4
x

f ( x)lim
x 

  


2 1


 كدام است؟

1 ( 4 2 (  ) 4  صفر )3 2

fاگر  -31 (x) xگاه حاصل  ، آن
h

f ( h) f ( )lim
h

 3 34 4


ست؟ كدام ا

1 (3 2 (6 3 (1
44(  9 

اگر  -32
x x

f (x)
x x

   
 

4

2

1 1

1 1
، حاصل 

h

f ( h) f ( )lim
h

 1 1


 كدام است؟

 .وجود ندارد) 4 1) 3 4) 2 2) 1

در تابع  -33
x x

f (x)
x x

   
 

2

1 2

3 2
، حاصل 

h

f ( h)lim
h

 2 1


 كدام است؟

1 (1
22 ( 1

 .وجود ندارد) 4 4) 3 2

اگر  -34
x xxf (x)

x xx

   
     



5 3 1

5 1 2 12

  حاصل، در اين صورت
h

f ( ) f (h )lim h

  1 1


 كدام است؟

1 (8 2 (8 3 (17 4 (17 

fاگر  -35 (x) x  گاه حاصل   آن ،4
x

f ( x) f ( x)lim
x 

  


2


 كدام است؟

1 ( 1
4 2 (1

43 (1
24 ( 1

2 
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xبا فرض  -36 x xf (x)
x x

   
 

23 2
2 6 2

 حاصل  ،
h

f ( h) f ( h)lim
h

  2 3 2 2


 كدام است؟

1 (28 2 (10 3 (16 4 (17 

fبراي تابع  -37 (x) | x | حاصل ،
h

f ( ) f ( | h |)lim
| h |

   2 2


 كدام است؟

1 (1 2 ( 2 3 (14 ( 2 

fبا فرض  -38 (x) | x | x  ، حاصل 4
h

f ( h) f ( h)lim
h

 2 3


 كدام است؟

1 (10 2 (10 3 (2 4 (2 

اگر  -39
x x x

f (x)
x x

   
 

2

3

3 1

3 1
، حاصل 

h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

2
1 2 1


 كدام است؟

1 (5 2 (4 3 (7 4 (6 

x در f اگر تابع -40  پذير باشد، حاصل   مشتق2
x

xf ( ) f (x)lim
x


2

2 2
 كدام است؟2

1 (f ( ) f ( )2 2 2 (f ( ) f ( )2 2  صفر) 4 1) 3 2

حاصل  -41
h

( h) ( h)lim
h

   21 2 1 3


 كدام است؟

1 (4 2 (4 3 (3 4 (3 

 عبارت -42
x

x xlim
x

 


3

1

2
x براي بيان مشتق چند تابع در 1  كار رود؟ تواند به  مي1

 شمار تابع بي) 2 فقط يك تابع) 1
 .مربوط به مشتق نيست) 4 هيچ تابع) 3

xي   در نقطهfمشتق تابع  -43  صورت   به2
h

( h) k( h) klim
h

    


22 2 2 2 8 12


 كدام است؟kمقدار .  بيان شده است

1 (2 2 (3 3 (4 4 (6 

اگر  -44
x x

f (x)
x x

  


2

3

1

1
، حاصل 

n
lim n (f ( ) f ( ))

n
 2

2
11 n)  كدام است؟1 N)

 .وجود ندارد) 4 صفر) 3 3) 2 2) 1

، تابع b و aبراي كدام مقدار  -45
ax bx x

f (x)
x x a x

   
  

2

2

2

2
xي   در نقطه  پذير است؟  از راست مشتق2

1 (a b   1 2 (a b  1 3 ( هيچ مقدارa و b 4 ( هر مقدارa و b 

اگر تابع  -46
ax x

f (x)
bx x x

  
 

2

3

1

2 1
xي   در نقطه  aر مقداپذير باشد،   مشتق1 bكدام است؟ 

1 (6 2 (4 3 (6 4 (4 

axاگر تابع  -47 x b | x |f (x)
| x | | x |

    
 

2 2
2 2

x در   aمقدار پذير باشد،   مشتق2 bبرابر است با :

1 (1
42 ( 1

4 3 (1
 صفر) 24
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، تابع aي مقادير  ازاي كدام مجموعه به -48
ax x

f (x)
x a x

  
 

2

5 1

1
پذير است؟  مشتقR در 

1 ({ , }2 2 2 ({ }2 3 ({ }2 4 ( 

ناپذير است؟ ي مقابل در چند نقطه ناپيوسته و در چند نقطه مشتق  با ضابطهfتابع  -49
 ناپذير يك نقطه ناپيوسته و دو نقطه مشتق) 1
 ناپذير ه و دو نقطه مشتقدو نقطه ناپيوست) 2
 ناپذير يك نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق) 3
 ناپذير دو نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق) 4

اگر تابع  -50
ax b x

f (x)
x x

  
   

1
3 3 1

] ي بازه، در  , ) 3مقدار   پذير باشد،  مشتقbكدام است؟ 

1 (5
42 (3

43 (7
 .وجود ندارد  )44

تابع  -51
cos x x

f (x) x x
x x

 
  
 

1
2





كدام گزاره درست است؟.  مفروض است

1 (f در x  2 .رد مشتق راست دارد، ولي مشتق چپ ندا (f در x  راست ندارد  ولي مشتق  چپ دارد،  مشتق . 
3 (f در x  4 . نه مشتق راست دارد، نه مشتق چپ (f در x  پذير است  مشتق. 

تابع  -52
x | x | x

f (x)
x x

 





xي  در نقطه.  مفروض است  ي اين تابع درست است؟  كدام گزينه درباره

 .فقط مشتق راست دارد) 2 .پذير است مشتق) 1
 . چپ و راست نابرابر دارد مشتق) 4 .فقط مشتق چپ دارد) 3

توابع  -53
(x )sin x

xf (x)
x

    
 

11 11
1

 و 
(x ) sin x

xg(x)
x

    
 

2 11 11
1

xي   در نقطه   چه وضعيتي دارند؟1

 ناپذير هر دو مشتق) 2پذير  هر دو مشتق) 1
3 (fپذير و   مشتقg4 ناپذير  مشتق (f ناپذير و  مشتقgپذير  مشتق 

fتابع  -54 (x) | x |[x] 1ي   در نقطهx  1 ………

 . چپ و راست نابرابر دارد مشتق) 4 .حد ندارد) 3 .پذير است مشتق) 2 .پيوسته نيست، ولي حد دارد) 1

xكدام تابع در  -55  ناپذير است؟  مشتق

1 (f (x) x | x | 3 2 2 (f (x) x x 3 3 (f (x) x | x | 4 (f (x) x(x | x |)  

f تابع aازاي كدام مقدار  به -56 (x) x | x | a | x |   1 x در 1  پذير است؟  مشتق1
1 (a  1 2 (a   3 (a  1 4 (ي مقادير همه 

xيك از توابع زير در  كدام -57  2پذير است؟  مشتق

1 (f (x) x x  2
1 4 4 2 (f (x) (x )[x] 2 2 

3 (f (x) | x |(x )  3 2 2 4 (f (x) (x )  23
4 2 

fاگر تابع  -58 (x) | x x m |  2 در Rپذير باشد، حدود   مشتقm است؟ كدام

1 (m  1
4 2 (m  1

4 3 (m  1
4 4 (m  1

8

mfاگر تابع  -59 (x) (x ) [x]  x در 2   باشد؟تواند نمي كدام عدد mپذير باشد،   مشتق2
1 (1 2 (2 3 (3 4 (4 

x
x x

f (x) x x

x x


       
  

2

1
1 1

2 2 1 2

2 2



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nfاگر تابع  -60 (x) (x ) [x ]  1 x در 1  n) تواند باشد؟  كدام عدد ميn مشتقي مخالف صفر داشته باشد، 1 N)
 nهيچ مقدار ) 4 3) 3 2) 2 1) 1

fتابع  -61 (x) (x ax b)[ x ]   2 2 x در 1   كدام است؟bمقدار . پذير است تق مش1
1 (1 2 (2 3 (4 4 (4 

fاگر  -62 (x) (x ax b)[x]  3 در x  2مقدار پذير باشد،   مشتقa bكدام است؟ 
1 (2 2 (2 3(  4 4 (4 

fتابع  -63 (x) [sin x] x در 3   …

 .پذير نيست پيوسته است، ولي مشتق) 4 .فقط مشتق چپ دارد) 3 .فقط مشتق راست دارد) 2 .پذير است مشتق) 1

fي  تابع با ضابطه -64 (x) x[sin x]ي  ازه روي ب( , )  كدام وضعيت را دارد؟2

 ناپذير  مشتق-ناپيوسته) 4 ناپذير  مشتق-پيوسته) 3 پذير  مشتق-ناپيوسته) 2 پذير  مشتق-پيوسته) 1

fي تابع  كدام گزينه درباره -65 (x) [| x |] در x  درست است؟ 
 .فقط مشتق راست دارد) 2  .پذير نيست ما مشتق پيوسته است، ا)1
 .پذير است مشتق) 4 .فقط مشتق چپ دارد) 3

fدر كدام تابع شرايط  -66 ( )   و f ( )  برقرار است؟ 

1 (f (x) x3 2 (f (x) x3  3 (f (x) x3 2 4 (f (x) x3 2  

fبراي تابع  -67 (x) x x  3 3 3 )A، نقاط 2 , )1  و B( , )2 ترتيب كدام عنوان را دارند؟  به
 بازگشت و بازگشت) 4 بازگشت و عطف) 3 عطف و بازگشت) 2 عطف و عطف) 1

fتابع  -68 (x) (x ) 
2

2 ناپذير است؟ ش مشتق ا  در چند نقطه از دامنه34
 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

تابع  -69
x x

f (x) x
x x

   
 

2

2

3

3 1
4




ناپذير است؟ اش مشتق  در چند نقطه از دامنه

 چهار نقطه) 4 سه نقطه) 3 دو نقطه) 2 يك نقطه) 1

xي  تابع با ضابطه -70 | x |f (x)
| x | | x |

   
 

21 1
1 1

؟نيستپذير  سته است، ولي مشتق در چند نقطه پيو

 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

|تابع  -71 x | | x |f (x)
x | x |

   
 

2 1 2
4 1 2

 ؟نيستپذير   در چند نقطه مشتق

1 (1 2 (4 3 (2 4 (3 

تابع  -72

| x | x
xf (x)

| x | x
x

     


1 12
1 12

ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق

1 (1 2 (2 3 (3 4 (4 

تابع  -73
(x )(x ) x

f (x)
| (x )(x ) | x

    
   

33

2

1 1

1 2




؟نيستپذير  طه مشتق در چند نق

1 (2 2 (3 3 (4 4 (5 

*
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fنمودار تابع  -74 (x) | x | | x x x |   3 3 دار است؟  در چند نقطه زاويه22
 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

yتابع  -75 | x x |  3 ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق1
 صفر نقطه) 4 سه نقطه) 3 دو نقطه) 2 يك نقطه) 1

fاگر نمودار تابع  -76 (x) | x x ax |  3 a) كدام است؟ a  مقداردار داشته باشد، ي زاويه  فقط يك نقطه22 ) 
1 (| a | 1 2 (| a | 1 3 (| a | 1 4 (a  1 

fتابع  -77 (x) (x )| x | (x ax bx c)     4 23 1 aحاصل . پذير است  مشتقR در 1 b c 2  كدام است؟3
 صفر) 2 1) 1
3 (1 4 ( هيچ مقداري برايa ،b و cوجود ندارد .

fتابع  -78 (x) | x | x || 2 ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق2
 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

fتابع  -79 (x) [ x] ) ي بازه در 5 , )4؟نيستپذير   در چند نقطه مشتق
1 (10 2 (8 3 (6 4 (4 

yتابع  -80 | sin x | 1ي هبازاش در   در چند نقطه از دامنه( , )  2 ناپذير است؟ مشتق 2
 صفر نقطه) 4 سه نقطه) 3 دو نقطه) 2 يك نقطه) 1

fاگر  -81 (x) | tan x cot x | گاه تابع  ، آنfي   در بازه( , )ناپذير است؟  مشتق در چند نقطه
 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

fناپذيري تابع  تعداد نقاط مشتق  -82 (x) || x | | 1 بر روي R  85 -سراسري(  كدام است؟(
1 ( 2 (1 3 (2 4 (3 

yي  تابع با ضابطه -83 x x )87 -سراسري( پذيري در صفر چگونه است؟  تگي و مشتق    از نظر پيوس2
 .پذير نيست پيوسته است، ولي مشتق) 2 .پذير است پيوسته و مشتق) 1
 .پذير است فقط از راست پيوسته و از راست مشتق) 4 .پذير نه پيوسته است و نه مشتق) 3

تابع  -84
x x Q

f (x)
x R Q

2  
 

)88 -سري سرا( پذير است؟    در چند نقطه مشتق 

 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

fي  مشتق چپ تابع با ضابطه  -85 (x) x   21 xي  ، در نقطه1    89 -سراسري(  كدام است؟(

1 (2
2 2( 2 3 ( 2

24 (2

fي  تابع با ضابطه -86 (x) | x | 1ي   در نقطهx   مقدار   .  مشتق نداردf ( ) f ( )     85 -سراسري خارج از كشور (  كدام است؟(

1 (1- 2 (1
 تعريف نشده) 4 1) 3 2

fي  نمودار تابع با ضابطه -87 (x) [x ] [x]  1
)ي   روي بازه3 , )3 86 -سراسري خارج از كشور ( ؟ نيستپذير     در چند نقطه مشتق(

1 (2 2 (3 3 (4 4 (5 

fاگر  -88 (x) | x | 1 ي  پذيري تابع با ضابطهنا ، تعداد نقاط مشتقy f (f (x))  88 -سراسري خارج از كشور (  كدام است؟(
 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

*

*
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ي   با ضابطهfتابع  -89
x xxf (x)

ax bx x


 

  
2

2 1

1
)89 -سراسري خارج از كشور (  كدام است؟  bمقدار   . پذير است    مشتقR، بر روي 

1 (2- 2 (1- 3( 3 4 (5 

x در  تابعكدام  -90  )86 -آزاد( پذير است؟   مشتق 1

1 (y [(x ) ]  31 2 (y (x )[ x ]  31 1 3 (y [ (x ) ]  23 1 4 (y x [(x ) ]   33 1 1

در تابع  -91
x | x |

y
x | x |

  
 

3

2

1

2 1 1
، حاصل 

x

f ( x)lim
x 

  


1 1


)86 -آزاد(  چقدر است؟ 

1 (3 2 (3 3 (4 4 (4 

fدر تابع  -92 (x) | x | | x |   1 3 ، حاصل 2
h

f ( h ) f ( h )lim
h

   2 2

2
1 2 4


)86 -آزاد(  كدام است؟  

1 (7 2 (7 3 (14 (2 

|براي تابع  -93 x |f (x)
| x |

1 1
1

 



، حاصل

x

f ( x) f ( )lim
x 

  


1 2 1


)87 -آزاد(  چقدر است؟ 

1 (3
4 2(3

23 ( 3
4 4 ( 3

2

yتابع  -94 (x x ax b)[x]   3 x در 23  aمقدار   . پذير است    مشتق2 b 90 -آزاد (  كدام است؟(
1 (52 2 (52- 3 (4- 4 (4 



هاي تشريحي پاسخ

 .به شيب خطوط مماس بر نمودار تابع دقت كنيد  )2( ي گزينه  -1
ي  دار و نقطـه     ي زاويه    نقطه x3ي    اند، نقطه    نقاط ناپيوستگي  x5 و   x2نقاط  . ناپذير است    مشتق x5 و   x2  ،x3  ،x4تابع در نقاط      )3( ي گزينه  -2

x4استي بازگشت ، نقطه . 
fوقتـي   . دانيم نمودار توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن است           مي  )2(ي گزينه  -3 ( ) 1 f و   2 ( ) 1 1 ،

x طـول  ي بـه   در راست و چپ نمودار در نقطه1 و 2هاي  مماس به شيب  توانيم دو نيم    مطابق شكل مي     روي آن 1
ايـم كـه وضـعيت نمـودار تـابع در  ها نسبت به مبدأ مختـصات را نيـز رسـم كـرده              مماس  ي اين نيم    قرينه. رسم كنيم 
x  1مطابق شكل داريم. دهند  را نشان مي :f ( )  1 f و 2 ( )  1 1. 

fاز فرض   )  1( ي گزينه  -4 ( ) 1 f و   1 ( ) 1 xي    گيريم در نقطه     نتيجه مي  2  مماس بـا  توانيم دو نيم     مي 1
 yآن نسبت به محـور       تابعي زوج است، نمودار      fچون  .  از راست و چپ بر نمودار تابع رسم كنيم         2 و   1هاي    شيب

 :ها متقارن است، پس مطابق شكل داريم
f ( ) , f ( )       1 2 1 1 

fاگر قرار دهيم     )3( ي گزينه  -5 (x) x دو نقطه ،( , f ( ))2 ) و 2 h,f ( h)) 2 ها بـا كـسر  آني خط گذرنده از  هستند و ضريب زاويه2
f ( h) f ( )

h
 
 

2 2
2 پس با . شود  بيان مي2

h

f ( h) f ( )lim f ( )
h

  
2 2 2


1: كار داريم كه برابر است با 2

42 2
. 

)Aي  شــيب خــط گذرنــده از دو نقطــه  )4( ي گزينه  -6 ,f ( ))2 B(x,f و 2 (x))برابــر اســت بــا  :f (x) f ( )
x



2
:پــس طبــق فــرض داريــم. 2

f (x) f ( ) x x
x


  


22 2 fخواهيم   و مي42 ( ) : را بيابيم2

x x

f (x) f ( )f ( ) lim lim(x x )
x 

     


2
2 2

22 2 4 122
fي  براي محاسبه  )1( ي گزينه  -7 ( ) 2ي اول تابع استفاده كنيم  بايد از ضابطه: 

(x )(x x )xf (x) x x
x x

23
21 11 11 1

      
 

f (x) x f ( )2 1 2 4 1 3           
:كنيم از  تعريف مشتق استفاده مي  )3( ي گزينه  -8

x x x x

x x
f (x) f ( ) xx x x xf ( ) lim lim lim lim

x x x ( x ) x   


          
 

2

22 2

2

2 42
4 42 2 412 1   

 

fدانيم،  مي  )4( ي گزينه  -9 (x) | x | a x21
2  كه  با توجه به آن، حالf ( )  داريم ،: 

x x x

f (x) f ( ) f (x) x a xf ( ) lim lim lim a
x x x

21 1
2 2  

  

       
  

 
a a    1 42

x

y

1
1

A

A

B

A

C

A

A

A

11
x

y B
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:كنيم از تعريف مشتق استفاده مي  )2( ي گزينه  -10

tx x x

f (x) f ( ) f (x) a af ( ) lim lim lim tan ( ) lim tan (t)
x x x

1 11
  

 


  

    
    

 
a a a a         


2 42 2 2
fچون   )3( ي گزينه  -11 ( )  داريم ،: 

x x x

f (x) ( x )( x )xf ( ) lim lim lim
x x x ( x )  

  

       
 

2 22

2 2 2

1 1 1 11 1
1 1  



x x

xlim lim
x ( x ) x  

   
   

2

2 2 2
1 1 1 2

21 1 1 1 

f: مانند تست قبل داريم     )4( ي گزينه  -12 ( )  2
2   و f ( )   2

2)      دقت كنيد كه برايx    جاي    ، بايد بهxدر مخرج كـسر مـشتق 

x: قرار دهيد  :شود نيز رد مي) 3(ي  پذير زير گزينه هاي برگشت دليل نامساوي حال به. اند نادرست) 2(و ) 1(هاي  پس گزينه). 2
x

x x x x x x x x x x


                 2 2 2 2 2 2 4 2 42 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 12 2 2 4 4




xهاي بالا اين است كه براي         معني نامساوي            ي    با معادله (، نمودار تابع بالاتر از نيم مماس راستy x 2
همـين ترتيـب   به .گيرد  قرار مي ) 2

xبراي    شود  مي ثابتf (x) x  2
2.

yبا توجه به نمودار       )2( ي گزينه  -13 tan x1    بـراي ،x    داريـم  :tan x1      و بـراي x   :tan x1   .  پـسx و tan x1 

f:  اند و در نتيجه  علامت هم (x) x tan x1بنابراين ،: 
x x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim lim tan xx x
1

  

    
  

 

xدر همسايگي كوچك    ) 2(  ي گزينه  -14  [x]:   داريم2  g(x) و  1 sin xبنابراين ،: g (x) cos x g ( )   2 

x: ي مورد نظر داريم     در نقطه   )3( ي گزينه  -15 Z2
    بنابراين تابع ،xy [ ]1 پـس فقـط.  در اين نقطه پيوسته و داراي مشتقي برابر صفر است          2

yبايد مشتق  x2ي   را در نقطهx k 2 1است1ابيم كه به وضوح برابر  بي . 
sin  )1( ي گزينه  -16 x   در x  x در   fدليل عامل صفر كننـده در پيوسـتگي، تـابع             شود، پس به     صفر مي  2  حـال بـراي.  پيوسـته اسـت    2

x 2 f:  داريم3 (x) sin x 2و بنابراين : f (x) cos x f ( ) cos         2 2 2 2 2 
xعلامت عبارت   )4( ي گزينه  -17 3 x مانند علامت عبارت 8   :بنابراين.  است2

x : x x , x f (x) (x ) f (x) x f ( )
                  3 3 22 2 2 8 3 8 9 2 36

x : x x , x f (x) ( x ) f (x) x f ( )
                3 3 22 2 2 8 2 8 6 2 24

xچپ در همسايگي   )1( ي گزينه  -18  1كنيم تر مي ي تابع را ساده  ضابطه: 
x x ( )

x ( ) x x f (x) x x x
x | x | x




                     
     

2 2
2 2 2 2

2 2 2

1 1
1 1 1 2 1 1

1 1 1
پــس 

x ( )
lim f (x)

 
    

1
1 1 f و 2 ( ) ( )      1 1 1 1 ــابع ــي ت xي   در نقطــهf، يعن  1ــابراين ــته و بن  از چــپ ناپيوس

 .ناپذير است مشتق
xي تابع را در همسايگي  ضابطه  )2( ي گزينه  -19 aدقت كنيد كه : (نويسيم  ميf (a)   و تابع در x aپيوسته است ( 

x a

(x a)( a )a x a (a ) x a f (x) (x a)( a ) f (a) lim ax a


                     


11 1 1 1

x a

(x a)( a)a x a a x (a ) f (x) (x a)( a) f (a) lim ax a


                  


1 1

fپس  (a) f (a) a a a         1 2 1. 

B

B

D

B

B

B

B

B

B

B
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f: داريم  )4( ي گزينه  -20 ( ) 2   دانيم براي      و ميx 1 x كه   3  [x]:  داريم 2 [ x]   1 .      بنـابراين در همـسايگيx  :  داريـم  2
f (x) (x x)  2 x در f، يعني 2  f:  پيوسته است و در نتيجه2 (x) x f ( )      2 2 2 2. 

sinكه  با توجه به آن     )4( ي گزينه  -21 x cos x sin(x )  2 x، وقتي 4 ( ) 3
x:، داريم 4   4 بنابراين ،sin(x )  4 ،

fيعني تـابع (x)در همـسايگي راسـت x  3
] مقـدار    4 ]  1را دارد، ولـي f ( ) 3

4  .        پـس در ايـن نقطـهfاز راسـت ناپيوسـته و 

 .ناپذير است مشتق
yق نمودار توابع    مطاب  )3( ي گزينه  -22 sin x   و y cos xكه در شـكل مقابـل رسـم شـده 

xاست، در همسايگي كوچك راست   sin:  داريم4 x cos x .بنابراين:
f (x) a(sin x cos x) f (x) a(cos x sin x)

f ( ) a a a

    

      22 2 14 2
 

fمشتق تابع   )2( ي گزينه  -23 (x) sin x x را در 2  :دست آوريم توانيم به  با يكي از دو حد زير مي2

h h h

f ( h) f ( ) sin( h) sin sin( h)) lim lim limh h h  

         2 22 21
  

 

x x x

f (x) f ( ) sin x sin sin x) lim lim lim
x x x    

   
    2 2 2

2 222

2 2 2

 

:دهيم ، ربط مياست مشتق تابع بيانگرحد مورد نظر را به حدي كه   )2( ي گزينه  -24

x x x x

f (x) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )xlim lim lim( x ) lim f ( )xx x x1 1 1 1

1 1 11 1 2 111 1 1   

        
  

x در   fچون    )4( ي گزينه  -25  : باشد، بنابراين   پذير است، پيوسته نيز مي       مشتق 2
x
lim f (x) f ( )


 
2

2 در نتيجه حاصل حد خواسـته شـده ،

8نيز 
 شود  مي.

f: گيريم از فرض سؤال نتيجه مي  )2( ي گزينه  -26 (x )  2حال با توجه به نكات بخش آموزش داريم ،: 

h

f (x h) f (x h)lim ( ( ))f (x ) f (x ) ( )h
2 2 2 2 2 4



                 جواب =  
 

  

fگيريم  از فرض سؤال نتيجه مي  )2( ي گزينه  -27 (x )  2. با تغيير متغيرt h آيد  حد مورد نظر به صورت زير درمي: 

t t

f (x ) f (x t) f (x t) f (x )lim lim f (x )t t 2
  

 

      


   


 

hاگر قرار دهيم      )3( ي گزينه  -28
n

 nوقتي  ،  1  داريم ، :h          صـورت   و حد مـورد نظـر بـه
h

f (x h) f (x h)lim
h

   


ر  د 

: ر نيـز برابـر اسـت بـا        مقـدار حـد آخ ـ    .  اسـت  ياي، حـد اوليـه نيـز وجـود دارد و حاصـل آن دو يك ـ                 ، بنابر حد دنبالـه    چون اين حد وجود دارد    . آيد  مي
( ( ))f (x ) f (x )   1 1 2 . 

 :طبق نكات بخش آموزش داريم  )1( ي گزينه  -29

h

f (x h) f (x h) xlim ( ( ))f (x) f (x) f (x) x f (x)h
2 4 1 2 4 2 2 23 3 2

             


 :توانيم بنويسيم حال براي كسر دوم مي

h h

f ( h) f ( h) f ( h) f ( h)lim lim ( ( ))f ( ) f ( )
h( h ) h

ــالا  ــه بـ  جواب     جواب     نتيجـ
 

               


2 2 2 21 1 21 1 2 2 13 2 2 2 2 
 

tاگر قرار دهيم   )3( ي گزينه  -30 x گاه  ، آنt   كه  اين و با توجه بهf ( ) 2  : داريم1

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( ) cos( )t t    جواب 
 

             


2 2 2 2 2 24 4 


B

C

C

B

A

B

B

B

B

C

B

y sin x

y cos x


4

1

y

x
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g(x)اگر قرار دهيم   )1( ي گزينه  -31 f (x) ، مقدار 3
h

g( h) g( )lim g ( )
h

  
4 4 4


 :داريم. خواهيم  را مي

g(x) x g (x) x g ( )      
3 1
2 23 34 4 32 2 

fمقدار حد همان      )4( ي گزينه  -32 ( ) xي     در نقطه  fشود، ولي تابع       مي 1  ( از چپ ناپيوسـته و از راسـت پيوسـته اسـت              1
x
lim f (x)




1
 ،

x
f ( ) lim f (x)


 

1
1  .پس مشتق چپ ندارد). 2

:دست خواهيد آورد  به، حاصل حد را ددر كسر مورد نظر مقادير مربوط را قرار دهي اگر :تذكّر
h h f ( h) f ( ) ( h) h h             2 21 1 1 1 1 1 2 2 2 

h h

f ( h) f ( )lim lim (h )
h h

1 1 22
  

 
     

 

tگذاري  با جاي  )2( ي گزينه  -33 h آيد صورت زير درمي ، حد مورد نظر به:
f ( )

t t

f ( t) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t
2 12 1 2 2 2

 




 

       
 

x در   fتابع     پيوسته است    2
x x

( lim f (x) lim f (x) )
  

 
2 2

x در   fهاي چپ و راست  ي مشتق   ، بنابراين براي محاسبه   1  توانيم از   مي 2

x : هاي آن مشتق بگيريم  ضابطه : f (x) f ( )
x
1 1 12 2 2 22 1       


= جــواب نهــايي

xر تابع د  )1( ي گزينه  -34  1حال داريم.  پيوسته است:

xh h

f ( ) f ( h) f ( h) f ( )lim lim f ( ) ( )
h h x

 جواب    
    

                 12
1 1 1 1 51 3 8

 
 

hگذاري   حد مورد نظر را با جاي       )1( ي گزينه  -35 x  صورت  توانيم به    مي
h

f ( h) f ( h)lim
h

   2


 بنويسيم كه با توجه به نكات بخش 

) : آموزش، حاصل آن برابر است با  )f ( ) f ( )       


1 11 2 42 4
 


 

fكردن  با اضافه و كم  )1( ي گزينه  -36 ( :دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموع صورت  را بهمورد نظر حد توانيم  ميدر صورت كسر،  2(

h h

f ( h) f ( ) f ( h) f ( )lim lim
h h

2 3 2 2 2 2
  

   
 

 
  جواب    

t h
k h

t k

f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim f ( ) f ( )
t k

3
2

2 2 2 2 3 2 2 21 1
3 2

 


 

 

        
 

x در fكه  حال با توجه به آن   :ها استفاده كنيم توانيم از مشتق ضابطه هاي چپ و راست مي ي مشتق  پيوسته است، براي محاسبه2
x x

f (x) f ( ) , f ( )
x

6 1 2
2 2 2 11 3 2 2 11 28

2 2  
             

  جــواب نهــايي

tبا قرار دادن   )3( ي گزينه  -37 | h |  ،آيد حد مورد نظر به صورت زير درمي: 

t t

f ( ) f ( t) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t
2 2 2 2 2

  
 

          
 

xي  در همسايگي نقطه  2داريم  :f (x) x بنابراين ، :f (x)  1و در نتيجه  :f ( )   2 1. 
fكردنو كم با اضافه   )3( ي گزينه  -38 ( ) ،دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموع صورت  هرا بمورد نظر حد توانيم  مي در صورت كسر:

t h
k h

h h t k

f ( h) f ( ) f ( h) f ( ) f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim lim lim
h h t k

 جواب    
   




   

      
   



2
3

2 3
1 1
2 3

   

      

f ( ) f ( )2 3    

x در fتابع   براي  پيوسته است، و x  داريم : 

x x x

f (x) f ( ) f (x)f (x) x x f ( ) lim lim lim x
x x

4 4 2
  

  

       
  

  

f: يب داريمهمين ترت به ( ) 2  ،بنابراين حاصل عبارت خواسته شده برابر است با  :( )    2 2 3 2 2 

B

B

B

B

A

C

B

C
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fضافه و كم كردنبا ا  )1( ي گزينه  -39 ( :دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموع صورت  را بهمورد نظر حد توانيم  مي در صورت كسر، 1(

t h
k hh h t k

f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim lim lim
kh h t

 جواب    
 


   

       
   



2

2

2 2
2

2 2
1 2 1 1 1 1 1 1 1

1
2

   
 

f ( ) f ( )    2 1 1
x در fكه  با توجه به آن   :ها مشتق بگيريم توانيم از ضابطه هاي بالا مي ي مشتق  پيوسته است، براي محاسبه1

x x
f (x) f ( ) , f ( ) ( )

x x2

2 3 1
1 1 1 3 2 3 1 5

3 1  
               


  جــواب نهــايي

fدنبا اضافه و كم كر :راه اول  )2( ي گزينه  -40 ( )2 :داريم در صورت كسر 2

x x x x x

xf ( ) f (x) xf ( ) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )xlim lim lim f ( ) lim lim f ( ) f ( )
x x x x x    

         
    2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2 2 2 22 2 2 2 2

 با توجه به ابهام :راه دوم
كنيم ي هوپيتال استفاده مي  از قاعده:

x

f ( ) f (x)lim f ( ) f (  جواب    (


   
2

2 2 2 2 21
fبراي استفاده از اين راه بايد فرض كنيد تابع   در x   . پيوسته است2

fاگر قرار دهيم   )1( ي گزينه  -41 (x) x x 2 fگاه  ، آن2 ( ) 1 f و 3 (x) x  2  :چنين داريم ، هم2

h

f ( h) f ( )lim f ( )
h

 جواب    


       
1 1 1 2 1 2 4



fاگر قرار دهيم   )2( ي گزينه  -42 (x) x x c  3 كه c ،يك عدد حقيقي دلخواه است f ( ) .توان با حد مورد نظر بيان كرد  را مي1

g(x)اگر قرار دهيم    )  3( ي گزينه  -43 x kx 22     صـورت ، حد مورد نظر بـه
h

g( h) g( )lim h

 2 2


gبنـابراين  . آيـد   در مـي  ( ) 2  و 12

gچون  (x) x k  4گيريم ، نتيجه مي: 
k k   8 12 4 

ــابع  )1( ي گزينه  -44 ــهfتـ xي  در نقطـ  ــي 1 ــت و مـ ــته اسـ ــيم  پيوسـ fدانـ ( ) 1 ــرا2  ، زيـ
x x

f (x)
x x

  


2

2 1

3 1
ــابرا.   :ينبنـ

h

f ( h) f ( )lim
h

 


1 1 2


f: پس اگر قرار دهيم.  ( h) f ( )g(h)
h

 


1 :گاه ، آن1
h
lim g(h)


 2



}ي  حال دنباله }
n2
nوقتي .  را در نظر بگيريد1 داريم ، :na

n
 2

1 بنابراين ،:

nn nh
lim g(a ) lim g(h) lim n (f ( ) f ( ))

n 
    2

2
11 1 2


 

xبراي  )4( ي گزينه  -45  f)اي است  تابع يك چند جمله2 (x) ax bx) 2بنابراين در ،x   .پذير است  همواره از راست پيوسته و مشتق2
x در fاز پيوستگي   )3( ي گزينه  -46  a: گيريم  نتيجه مي1 b   :، حال با فرض پيوستگي داريم2

x fax x a b
f (x) f ( ) b , f ( ) a a , b

a bbx x
 در

 پيوســــــته


 
                 

1
2

2 1 2 3 2
1 3 2 1 2 4 2

23 2 1
 

x در fاز پيوستگي   )3(ي گزينه  -47  a: گيريم  نتيجه مي2 b  4 2  .همسايگي حال با فرض پيوستگي در x   : داريم2

x f a bax x
f (x) a a b

x
 در

ــذير  ــتق پـ  مشـ
               

2 4 22 1 2 2 14 1 1 21 2
  

x در fاز پيوستگي   )4( ي گزينه  -48  a: گيريم  نتيجه مي1 a a     5 1  :، حال با فرض پيوستگي داريم2

aي  در تناقض با نتيجه  2  f ( ) f ( )a x
f (x) a

x x
       

1 11
2

2 1
 

C

C

A

B

C

A

A

A

B

B
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xي  تابع در نقطه  )3( ي گزينه  -49   است، زيرا) ناپذير و بنابراين مشتق( ناپيوسته 1

x
lim f (x)


  

1
1 1  و 2

x
lim f (x)


  

1
2 2 4 .

fي  چنين ضابطه هم (x)توان نوشت  ميرو صورت روبه  را به. 
xدر نقاط      و x  ي  ي ناپيوسـتگي و سـه نقطـه    پس روي هم يـك نقطـه  . ناپذير است  نيز تابع مشتق2
 .ناپذيري داريم مشتق

x در fتابع   )4( ي گزينه  -50  3ي  هباز نيست، پس در پذير  از راست مشتق[ , ) 3زيرا. پذير نيست  مشتق: 

x ( ) x ( ) x ( )

f (x) xf ( ) f ( ) lim lim lim
x x x  

     

        
  3 3 3

3 13 3 3 3 3


ــابع   )1( ي گزينه  -51 x در fت   پيوســتگي راســت دارد 
x x

(f ( ) lim f (x) , lim f (x) )
  

  2
 

  . ــابع yت cos x 1ــز در  R ني

x در fبنابراين . پذير است مشتق  پذير است  از راست مشتق. 
xي  تابع در نقطه    )3( ي گزينه  -52    ضـابطه اسـتفادههـاي دو      توانيم از مشتق    پس براي مشتق چپ و راست آن در اين نقطه، مي          .  پيوسته است

yتابع. كنيم x | x |1در Rپذير است، ولي تابع  مشتقy x2در x  ناپذير است، پس تابع  مشتقfدر x  دارد فقط مشتق چپ . 
:  داريم fبراي تابع     )4( ي گزينه  -53

x
lim f (x) f ( ــفر(  كــران دار صـ


   
1

1    پس تابع ،f   در x  و به همـين ترتيـب( پيوسته است    1

x نيز در gگيريم  نتيجه مي  x در f).  پيوسته است1   :ناپذير است، زيرا  مشتق1

وجود ندارد
x x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim limsin
x x x  

    
  1 1 1

1 11 1 1 1
gگيريم  با استدلالي مشابه نتيجه مي ( ) 1  پس ،g در x   .پذير است  مشتق1

xدر همسايگي   )4( ي گزينه  -54   :كنيم ي تابع را بازنويسي مي  ضابطه1
| x | x x x x

f (x) f (x) f (x)
x x x

                      

1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 1 1     

 

f در x 1 پيوسته و مشتق ناپذير  
x در )4(و ) 3(، )2(هاي  گزينه  )1( ي گزينه  -55  داريم) 4 (ي پذيرند، مثلاً براي تابع گزينه ق مشت: 

x x

f (x)f ( ) f ( ) lim lim x | x |
x 

     
 

   

 .ناپذير است ناپذير تشكيل شده، بنابراين خود مشتق پذير و يك تابع مشتق از جمع يك تابع مشتق) 1(ي  ولي تابع گزينه
fچون  )  3(ي گزينه  -56 (x) (x a) | x |   x، اگر   1  xي   ريشه 1 a     نباشد، تابع در x  aپس بايد. ناپذير است    مشتق 1 1  ،

a بنابراين  1. 

fچون  )3( ي گزينه  -57 (x) (x ) | x |   2
1 2 xي     در نقطه  f1، تابع   2  چنين طبق نكـات بخـش آمـوزش،  هم. ناپذير است    مشتق 2

xنيز در ) 4(ي  تابع گزينه   :پذير است، زيرا مشتق) 3(ي  تابع گزينه. ناپذير است  مشتق2

x x x

f (x) f ( ) | x | (x )f ( ) lim lim lim | x |
x x  

       
 

3 3
3 2 2 2

2 2 22 22 2 

fتوانيد نشان دهيد  ب ميهمين ترتي به ( )2  . وجود ندارد2
xاگر عبارت     )2( ي گزينه  -58 x m 2 داشته باشد، تابع    ) غير مضاعف (ي ساده      ريشهf    تـابع  كه   براي آن  پس. ناپذير است    در آن نقطه مشتق  
f در Rبايد عبارت پذير باشد،  مشتق x x m 2ي مضاعف داشته باشد، يعني  يا ريشه نداشته باشد، يا ريشه: 

m m       11 4 4 

mاگر   )1( ي گزينه  -59  x، تابع در 2  mا با فرض پذير است، زير  مشتق2  m) : داريم2 N) 
m

m
x x x

f (x) f ( ) (x ) [x]f ( ) lim lim lim(x ) [x]
x x



  

     
 

1
2 2 2

2 22 22 2
mكه چون   1 m(x، عامل 1 )  x در 12   .شود حد نيز برابر صفر ميشود و طبق عامل صفر كننده در پيوستگي، مقدار   برابر صفر مي2

B

A

B

B

B

B

B

B

B

B

x
x

f (x)
x

x x


      
 

1 1
2 1 2
2 2

 


B
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nچون    ) 4(  ي گزينه  -60 Nداريم ، :f ( ) 1 بنابراين ، : 
n

n
x x x

f (x) f ( ) (x ) [x ]f ( ) lim lim lim(x ) [x ]
x x



  

       
 

1
1 1 1

1 1 11 1 11 1
nاگر    ، به حد    1

x
lim[x ]



1

nاگر  . رسيم كه وجود ندارد      مي 1  n(x، عامل   2 )  xازاي     به 11  ي عامـل  شود و طبق نكته      برابر صفر مي   1

 .شود گاه مقدار مشتق غير صفر نمي پس هيچ. شود صفر كننده در پيوستگي مقدار حد برابر صفر مي
xبايد   )1( ي گزينه  -61  xي مضاعف   ريشه1 ax b 2باشد، يعني : 

x ax b (x ) x ax b x x a , b             2 2 2 21 2 1 2 1
x در   fي فوق به اين دقت كنيد كه اولاً براي پيوسته بودن               براي اثبات نتيجه   :تذكّر  x بايد عبارت    1 ax b 2در نقش عامل صـفر كننـده 
x شود، پس ظاهر  x: ي آن است و داريم  ريشه1 ax b (x )g(x)   2  :توانيم بنويسيم حال با اين فرض مي. 1

x x x

f (x) f ( ) (x )g(x)[ x ]f ( ) lim lim lim g(x)[ x ]
x x  

      
 1 1 1

1 1 2 11 2 11 1
xبراي وجود داشتن حد بالا باز هم بايد   xيعني  باشد، g(x)ي   ريشه1   .ي مضاعف عبارت اوليه است  ريشه1

x در   fكه    براي آن   )4( ي گزينه  -62  g(x) پيوسته باشـد، بايـد       2 x ax b  3در نقـش عامـل صـفر كننـده ظـاهر شـود، يعنـي بايـد 
g( ) 2  ، پسg(x) (x )h(x)  x در fپذيري  حال براي مشتق. 2   : بايد حد زير موجود باشد2

x x x

f (x) f ( ) (x )h(x)[x]f ( ) lim lim lim h(x)[x]
x x  

     
 2 2 2

2 22 2 2


)h  در نقش عامل صفر كننده ظاهر شود، يعني        h(x)براي موجود بودن حد بالا بايد        ) 2  .   پس بايدg(x)   بر (x ) پذير باشد، كـه   بخش 22

)g  براي اين شرط بايد داشته باشيم  ) g ( ) 2 2  .داريم: g( ) a b
a , b a b

g ( ) a
     

            

2 8 2
12 16 4

2 3 4
 
 

g(x)اگر قرار دهيم      )3( ي گزينه  -63 sin x )g: ي مثلثـاتي داريـم    ، با توجه به دايره    3 )    و بـراي x   داريـم  :g(x)   و 
xبراي   داريم  :g(x)   بنابراين تابع ،f (x) [g(x)]ي  در نقطه x  پذير است  از چپ پيوسته و مشتق.

yنمودار )  3( ي گزينه  -64 x[sin x] ي بازه را در ( , ) :كنيم  رسم مي2

xبا توجه به نمودار در اين بازه تابع پيوسته است، ولي در   پذير نيست  مشتق. 
)4( ي گزينه  -65

f ،با توجه به نمودار. كنيم نمودار تابع را رسم مي (x)ي   در نقطهx  پذير است  پيوسته و مشتق. 

xي    گيريم نقطه   با توجه به فرض نتيجه مي       )4( ي گزينه  -66   تابع است و نمودار تابع در همسايگي آن به صورتي بازگشت      نقطه
 . چنين نموداري دارد4ي  ها، گزينه در بين گزينه. شود مي

fصـورت   توانيم به   ي تابع را مي     ي عبارت زير راديكال ضابطه      با تجزيه   )3( ي گزينه  -67 (x) (x ) (x )  23 1  ي  حـال در نقطـه    .  بنويـسيم  2

A( , )1 داريم  : 
x x x

(x ) xf (x) f ( ) xf ( ) lim lim limx x x   
  

         
  

2 33 3 3

31 1 1

1 21 2 31 1 1 1 
f: آوريم  دست مي   همين ترتيب به    به ( )  1       بنابراين با توجه به پيوستگي ،f   در x  همـين بـه . اسـت ي بازگـشت تـابع        نقطه Aي    ، نقطه 1

f: گيريم ترتيب نتيجه مي ( ) f ( )      2 )Bي   و نقطه2 , )2 شود ي عطف قائم تابع مي ، نقطه . 
بـا ايـن. تي مورد نظر اس     توان حل كرد كه بر اساس تحليل رفتار نمودار تابع در همسايگي نقطه              تري نيز مي    ها را با روش ساده      گونه تست    اين :تذكّر

 .آشنا خواهيد شد» كاربرد مشتق«روش در فصل 

 
x

y


2

 2

1

1 y sin x

x

y


2



1

1 y [sin x]

x

y


2



y x[sin x]


y | x |y

x
212 1

1

C

C

D

B

B

B

C

B
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fصورت  توانيم به ي تابع را مي ضابطه  )3( ي گزينه  -68 (x) (x ) (x )  2 23 2 x در بنابراين تابع . بنويسيم2  2ناپذير است  مشتق. 
xاولاً در     )1( ي گزينه  -69      ي دوم در تمـام نقـاط          ضـابطه . ناپذير اسـت    ن مشتق  تابع ناپيوسته و بنابرايR { } )        و در نتيجـه بـرايx   (

x)ناپذيري  ي مشتق بنابراين فقط يك نقطه. پذير است اش مشتق يك تابع گويا است كه در دامنه زيني اول  ضابطه. پذير است مشتق ) داريم . 
xي    ي دوم در نقطه     ضابطه  )2( ي گزينه  -70   ي تعريف ضابطه      ناپذير است كه در محدوده       مشتق(| x | ) پـس فقـط بايـد نقـاط.  قرار ندارد  1

xمرزي   1پذير نيست، زيرا شتقدر هر دوي اين نقاط تابع پيوسته است، ولي م.  را بررسي كنيم: 
x | x | x | x |

f (x) x x f (x) x f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )
x x x

   

    
                    
       

21 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1
 

xي    ي اول در دو نقطه      ضابطه)  2( ي گزينه  -71  1 ي    ناپذير است كه هر دو در محدوده         مشتق| x | چنين تابع در نقاط مرزي  هم.  قرار دارند  2
x  2مثلاً براي . ناپذير است ين مشتق ناپيوسته و بنابراx  2داريم : 

x ( ) x ( )
lim f (x) | | , lim f (x)

    
       

2 2
4 1 3 8 1 9

xي هطــي اول در نق ضــابطه  )2( ي گزينه  -72  1ي ناپــذير اســت كــه در محــدوده  مــشتقx  xي نقطــهي دوم در  ضــابطه.  قــرار دارد1  1 
  اسـت   نيـز   ناپيوسـته  ، تابع در اين نقطه  . ناپذير است   مشتق

x x
( lim f (x) , lim f (x) )

  
  

1 1
2      انـد   تـابع عبـارت    ناپـذيري   مـشتق ، پـس نقـاط

xاز  1.
xي  اولاً در نقطه  )  2( ي گزينه  -73       ناپذير است    تابع ناپيوسته و بنابراين مشتق

x x
( lim f (x) , lim f (x) )

  
  1 4

 
براي (ي اول     ضابطه. 

x  ( در ،x  xعلت حضور    به 1  xعلـت حـضور     ي دوم بـه     چنين در ضـابطه     هم.  قرار دارد   ي ضابطه   ناپذير است كه در محدوده       مشتق 1  1 ،
x  1ي پس روي هم تابع در سه نقطه. ناپذير است ي عبارت است كه ضابطه در آن مشتق ي ساده  ريشهx  و x  1پذير نيست  مشتق. 

xچون    )2( ي گزينه  -74 x x x(x )   3 2 22 x، پس   1  1 ضاعف عبارت داخـل قـدر مطلـق اسـت و عبـارت دوم تنهـا دري م  ريشه
xي    نقطه   ي    ولي عبارت اول در نقطه    . ناپذير است    مشتقx   پذير است      مشتق)x   ي مكرر      ريشهx3 ارت  دو عب ـ  پس مجمـوع  ).  است

xدر   دار ديگري نداريم ي زاويه ، و نقطه دار است ناپذير و زاويه  مشتق. 
g(x)تابع    )1( ي گزينه  -75 x x  3 gي سوم است كه چون  اي درجه  چند جمله1 (x) x   23 1  همواره اكيداً صعودي است و تنها ،

yنكات بخش آموزش طبق . ي ساده دارد يك ريشه | g(x) |ناپذير است  در اين ريشه مشتق. 
g(x)بايد    )4( ي گزينه  -76 x x ax  3  را مـشخصfدار  ، نقـاط زاويـه  gي  هاي ساده ي ساده داشته باشد، زيرا ريشه   فقط يك ريشه   22
g(x)چون  . كنند  مي x(x x a)  2 x، پس   2   ي     ريشهg     است و چون a    ،x   ي    ي ساده    ريشهg   ي   زيرا ديگـر ريـشه    ( است

x x a 2 xپس بايد عبارت ). ست ني2 x a 2 : ي ساده نداشته باشد، يعني  ديگر ريشه2  بنابراين ، :a a   4 4 1. 
x بايد در نقاط     fتابع    )4( ي گزينه  -77  1) حداقل توان 3ي  پذير باشد، پس بايد زير راديكال با فرجه مشتق) الهاي عبارت زير راديك   ريشه ،

x)عوامل ) x) و 1 ) x) باشد، يعني بايد عبارت زيـر راديكـال بـر            3 برابر   1 ) (x ) 3 31  چهـاري  پـس عبـارت درجـه   ،پـذير باشـد      بخـش  1
x ax bx c  4 x) همان 2 ) (x ) 2 21 x) يا معادلاً 1 ) (x x )   2 2 4 21 2  : ولي دقت كنيد كه در اين صورت داريم.باشد  مي1

f (x) (x ) | x | (x ) (x ) (| x |) (x ) | x | x  مشــــتق ناپــــذير در            3 2 3 33 31 1 1 1 1 1 1 1 
|كه  از اين. كنيم نمودار تابع را رسم مي     )3( ي گزينه  -78 x | x2  نقطـه بـه3تـابع در   ،بـا توجـه بـه نمـودار    . ايـم   نمودار كمك گرفتـه  در رسم2
xهاي  طول   و x  2ناپذير است  مشتق. 

 
بنابراين بايد تعداد نقاطي را بيابيم . پذير است   مشتق fت و در نقاط ديگر      پذير نيز نيس     ناپيوسته است، مشتق   fدر تمام نقاطي كه       )2( ي گزينه  -79
xكه   Z5 : x Zx x x { , ,..., }  نقطـــه

 
       5

8 4 5 9
4 5 4 5 5 1 2 8 8  

x

y y x x 2 2

1 2

1
 

x

y y x | x | 2 2

2 1 1 2

1
x

y

2 1 1 2

1

y | x | x || 2 2

B

B

B

B

B

C

D

C

B

A

B

A 
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y تـــابع :راه اول  )4( ي گزينه  -80 | sin x |  xي   در صـــورتي در نقطـــه1 x ناپـــذير اســـت كـــه   مـــشتقxي ي ســـاده  ريـــشه
g(x) sin x  g(xيعنـــي .  باشـــد1 )   ، ولـــيg (x )  .كـــه اگـــر   در حـــاليg(x )   ًيـــا معـــادلا sin x  1داريـــم ، :

g (x ) cos x    ،پذير است ي نقاط مشتق  بنابراين تابع اصلي در همه. 
:توانيد به همين نتيجه برسيد  با رسم نمودار تابع نيز مي:راه دوم

 

yدر تابع    sin x  yدر تابع . نقطه مماس استشمار   ها در بي   x، نمودار بر محور     1 | sin x |  هـا قرينـهx، نمودار عيناً نسبت به محور 1
 .ناپذير نيست دار يا مشتق اي زاويه شود كه باز هم در هيچ نقطه مي

xي    اولاً در نقطه    )3( ي گزينه  -81  tanدر واقع به دليل حـضور       ( تعريف نشده است     f، تابع   2 x   و cot x   ي آن، در تمـام نقـاط   در ضـابطه

kx  k كه   2 Z   تابع ،f  حـال اگـر قـرار دهـيم          .اريم، پس به اين نقطه كـاري نـد        ) نامعين است g(x) tan x cot x در نقـاطي كـه ،

g(x)   ولي ،g (x)   تابع ،f (x) | g(x) |داريم. ناپذير است  مشتق: 
x ( , )g(x) tan x cot x tan x tan x tan x x , xtan x
               2

1 2
1 31 1 4 4

 

g: در هر دوي اين نقاط داريم (x) tan x cot x     2 21 1  بنابراين در هر دو نقطه ،fناپذير است  مشتق. 
 :كنيم نمودار تابع را رسم مي  )4( ي گزينه  -82

 .وجود دارد) ناپذير و بنابراين مشتق(دار  ي زاويه از نمودار تابع مشخص است كه سه نقطه
fصورت   بهتوانيم ي تابع را مي   ضابطه  )1( ي گزينه  -83 (x) x | x |وضوح در   نشان دهيم كه بهx   چنـين تـابع در ايـن هـم .  پيوسته اسـت

 :پذير است، زيرا  نقطه مشتق 
x x x

x | x | x | x |f ( ) lim lim | x | , f ( ) limx x   
  

      
   

     

yچون حد تابع    )  1( ي گزينه  -84 x xي     تنها در نقطه   2      شود، پس تـابع       مي) ي دوم   مقدار ضابطه ( برابر صفرf     ي     تنهـا در نقطـهx   

fكه  چنين با توجه به اين هم). هاي بخش پيوستگي مراجعه كنيد تر به تست  براي توضيح بيش  (پيوسته است    ( )   داريـم ، :
x

f (x)f ( ) lim x
 




yي  و چون مقدار اين حد براي هر دو ضابطه x 2
y و 1 2 شود، داريم  برابر صفر مي :f ( )  .

fچون )  3( ي گزينه  -85 ( )  داريم : 

x x

f (x) xf ( ) lim limx x 
 

   


2

2
1 1

 


xد كه چون دقت كني   به جاي ،xتوانيم   ميx  :حال داريم.  قرار دهيم2

x x x

( x )( x ) xf ( ) lim lim lim
x ( x ) x ( x ) x  

  

             
     

2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 21 1 1

21 1 1 1 1 1  


xناپذيري تابع  ي مشتق با توجه به ضابطه، نقطه )  3( ي گزينه  -86  داريم.  است:

x f
x f ( )x x xf (x) f (x) f ( ) f ( )

x x x f ( )
x

ــتهدر   پيوســــ
 



                        
 

1 1
1 2 1 2 1

1 11
22 1


 

 
  

y sin xy

x

y sin x  1
y

x


x

y y | x |

x

y

y | x | 1

1
1 1

x

y y f (x)

1

1 1 

C

D

B

B

C

B

B
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xيعني بايد نقاطي را بيابيم كه       . ناپذير است   اي كه تابع ناپيوسته باشد، مشتق       ها در هر نقطه     به دليل حضور جزء صحيح    )  4( ي گزينه  -87 Zيـا 

x Z 1
x] و [x]تابعدر هر يك از اين نقاط يكي از دو         . 3 ] 1

در.  پيوسته و ديگري ناپيوسته است، بنابراين مجموع آن دو نيز ناپيوسته است3

)ي  بازه , )3اند از   اين نقاط عبارت{ , , , , }2 5 81 23 3 3.

fداريم  )  3( ي گزينه  -88 (f (x)) | | x ||  1  .كنيم رسم مي، حال نمودار اين تابع را 1

yبا توجه به نمودار،  f (f (x))ي   در سه نقطهx   و x  1ناپذير است  مشتق.
xبايد تابع در  )  4( ي گزينه  -89  a پيوسته باشد، بنابراين 1 b  :ن فرض داريمبا اي. 2

x f f ( ) a b ax x x xf (x) f (x)
f ( ) a b a b bax b xax bx x

 
 



                                  

1 3
2 12

2

1 1 2 1 32 1 1
1 2 2 52 11

¾Tw¼ÃQ nj

fدانيم    مي  )3( ي گزينه  -90 (x) (x )  23 x در   1  x مقداري برابر صفر و براي       1  x مقداري مثبت دارد، پس در       1  نيمم نـسبي   مي 1
yدارد و تابع     [f (x)]      در ايـن نقطـه) 1(ي    به دليلـي مـشابه تـابع گزينـه        . درست است ) 3(ي    پس گزينه . پذير است    در اين نقطه پيوسته و مشتق

x : داريم) 2(ي   ين براي تابع گزينهچن هم. ناپذير است  ناپيوسته و مشتق x x

(x )[ x ]y lim lim[ x ]
x

3
3

1 1 1

1 1 11
 

    


xكه در     دليل اين   كه حد آخر به     fنيمم نسبي      با مي  1 (x) x 3 ) 4(ي    گزينه). اند  حدهاي چپ و راست متفاوت    ( سروكار نداريم، وجود ندارد      1
 .توانيد با استدلالي مشابه رد كنيد را نيز مي

fكه    آن  با توجه به    )3( ي گزينه  -91 ( ) 1 f، حاصل حد مورد نظر همان       1 ( ) x در   fچون تابع   .  است 1  fتوانيم     پيوسته است، مي   1 ( ) را با1
f :دست آوريم  ي دوم تابع به مشتق گرفتن از ضابطه   ( )   1 4 1 4 

f: داريم  )4(ي گزينه  -92 ( ) 1 f و 3 ( ) 2 t، بنابراين اگر قرار دهيم 1 h tگاه  ، آن2  و داريم : 

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( ) f ( )t t    جواب 
   

 

        1 1 2 2 1 2
 

x : x , x f (x) x (x ) f ( )

x : x , x f (x) x (x ) f ( )
 جواب    


 




                 
              

1 1 2 1 3 2 1 1 3 2
2

2 1 2 1 3 2 2 1 3 4

 

 

tاگر قرار دهيم   )2( ي گزينه  -93 x  2گاه  ، آنt  و داريم : 

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t    جواب 
  

 

        


1 1 1 12 2 1

2
 

xدر همسايگي كوچك چپ   x، علامت 1   : مثبت است، بنابراينx منفي و علامت 1
x xf (x) f (x) f ( )x x (x ) 

               
   2

1 1 2 3 3 32 1 21 1 4 21
fصورت    ي تابع را به     ضابطه )  4( ي گزينه  -94 (x) g(x)[x] تابعبراي پيوستگي   . نويسيم   ميf   در x  ي عامل صـفر كننـده  ، طبق نكته  2

)gبايد  ) 2  . بنابراينg(x) (x )h(x)   : و داريم2

x x

(x )h(x)[x]f ( ) lim lim h(x)[x]x 

   
2 2

22 2


)h حد بالا موجود باشد، بايد كه براي آن ) 2  بنابراين ،g(x) بر (x ) )gپذير است و در نتيجه   بخش22 ) g ( ) 2 2  .حال داريم: 
g( ) a b a

a b
g ( ) a b

        
           

2 8 12 2 24
4

2 12 12 28
 
 

C

B

C

B

B

B

B

C



آهنگ تغییرات: 5-7

کنـیم، حجـم و     مثلاً وقتی که داخل یک بالن هوا وارد مـی         . در مسائل روزمره آشنا هستید    » نرخ رشد یا زوال یک متغیر     «یا  » آهنگ تغییر «با مفهوم   
حجـم و  . ها استآهنگ تغییر آناین نرخ تغییر حجم یا شعاع، همان . شوندافزوده می ) و در عین حال مرتبط با هم      (هاي مختلف   شعاع بالن با سرعت   

آوردن دسـت بـه ایم، مواجهیکدیگرمعمولاً وقتی در یک آزمایش روزمره با چند کمیت وابسته به         . هستند» هاي وابسته کمیت«اي از   شعاع بالن نمونه  
که همان  (گیري آهنگ تغییر حجم بالن      اندازه،  »وارد کردن هوا به بالن    «در آزمایش    مثلاً. هاي دیگر است  تر از کمیت  ها ساده آهنگ تغییر یکی از آن    

آوردن  دسـت بهگیري شعاع بالن و     ولی اندازه . ي این هوا بسیار ساده است     کنندههاي منابع تأمین  با استفاده از درجه   ) حجم هواي ورودي به بالن است     
ي ساده، آهنگ تغییر این دو کمیت را به هم مربوط ادلهکه کافی است با یک مع     حال آن . ي کاملاً تجربی امري مشکل است     آهنگ تغییر آن به شیوه    

.آوریددستبهسازید تا از یکی، دیگري را 

yفرض کنید -1: تعریف f (x) تابعی ازxتابع » آهنگ متوسط تغییر«. باشدy نسبت بهxي در فاصله[a,b]،برابر نسبت تغییرات
yت به تغییراxاست، یعنی:

y f (b) f (a)
y

x b a
  
 

:تربه بیان دقیق. آیدمیدستبهتغییر تابع » ايآهنگ لحظه«یا » آهنگ آنی«به یک لحظه محدود شود، [a,b]ي اگر فاصله-2

x

y
lim f (x)

x 

  


آهنگ آنی تغییر

ود که بر حـسب  رمفهوم آهنگ تغییر معمولاً براي توابعی به کار می. اي تغییر، همان مقدار مشتق تابع استحظهپس همواره منظور از آهنگ آنی یا ل     
.اندزمان بیان شده

fتابع ): 1(يمسأله (x) x x 21
.مفروض است2

]ي آهنگ متوسط تغییر تابع را بر بازه) الف , / ]3 3 . بیابید3
xي اي تغییر تابع را در نقطهآهنگ لحظه) ب  . آوریددستبه3

fآهنگ متوسط تغییر، برابر نسبت تغییرات )الف:حل (x) به تغییراتxاست:

x
x /

(x x ) (x x )f (x ) f (x )
(x x ) (x x ) /

x x x x



  
        

 
1

2

2 2
2 1 2 1 32 1

1 2 1 23 32 1 2 1

1
1 12 1 1 2 152 آهنگ متوسط تغییر2

:همان مشتق تابع استاي تغییر آهنگ لحظه)ب
f (x) x f ( )    1 3 2

.کنیمکروي شکل را با هوا پر مییک بالن ): 2(يمسأله
. آوریددستبهحجم بالن نسبت به شعاع آن را ) ايمتوسط و لحظه(آهنگ تغییر ) الف
. آوریددستبهآهنگ آنی تغییر شعاع نسبت به حجم را ) ب

Vي معادلهي بالن از دانیم حجم کره می )الف :حل R  34
). نـشان دهـیم  V(R)توانیم آن را بـا  و می(است Rتابعی از V. آیدمیدستبه3

: داریم) R2تا R1از شعاع (Rنسبت به Vبراي آهنگ متوسط تغییر 
V V R RV (R R R R )

R R R R R
        

  

3 3
2 22 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1
4 4
3 3

مشتق توابع




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:مطابق تعریف، باید مشتق بگیریم،Rنسبت به Vي آهنگ آنی تغییر براي محاسبه
dV R R
dR

   2 24 3 43
dRخواهیم ایم و میدر نظر گرفتهVرا به عنوان تابعی بر حسب     Rاین بار    )ب

dV
گیریم شتق میمVاز دو طرف معادله بر حسب . آوریمدستبهرا 

):به صورت ضمنی(
dR dRR
dV dV R

   


2
2

4 11 33 4

/mهوا با سرعت یک بالن کروي شکل،   از  ): 3(يمسأله
s

3
0 متر است، آهنگ تغییر شعاع 6هنگامی که قطر بالن . شودخارج می1

.و مساحت کره را بیابید
، به معناي آهنگ تغییر حجم کره نسبت بـه  »سرعت«دانیم مفهوم می. شدن حجم کره است  وا، همان سرعت کم   شدن ه منظور از سرعت خارج    :حل

dV: باشد و داریمتابعی بر حسب زمان میVیعنی . زمان است m/
dt s

 
3

0 dRخواهیم با این فرض می. 1
dt

dSو 
dt

ي با توجه به رابطه. بیابیمرا 

V R  34
:اي داریمي زنجیره، طبق قاعده3

dV dR dRR R
dt dt dt

   2 24 3 43
Rحال در حالت   : ، داریم)متر6قطر کره برابر (3

dV m dR dR // , R /
dt s dt dt

          
 

3 2 0 1 10 1 3 0 1 4 3 36 360
: دهیمشعاع ارتباط میي آهنگ تغییر مساحت کره، آن را بهبراي محاسبه

RdS dR dSS R R ( )
dt dt dt

          


2 3 1 14 8 24 360 15
mپس شعاع کره با آهنگ تغییر 

s
1

mو مساحت کره با آهنگ 360
s

21
.یابندکاهش می15

ي نردبـان بـاپایـه . متر فاصله دارد6ي آن تا دیوار ایم و پایهمتر به یک دیوار عمودي تکیه داده10به طول  بانی  دنر): 4(يمسأله
mسرعت 

s
خورد؟ ي بالایی نردبان با چه سرعتی روي دیوار به پایین سر میلبه. کندشروع به لغزیدن می1

dxکـه  خواهیم وقتی می. بیانگر وضعیت شهودي نردبان استمقابلشکل  :حل m
dt s

 xو 1 m dy، مقـدار  6
dt

را 
:گیریممشتق میtدهیم و از دو طرف تساوي بر حسب را با یک تساوي به هم ربط میyو xمانند مثال قبل . بیابیم

dy dy dydx dx xx y x y , x y
dt dt dt dt dt y

            2 2 210 100 2 2 1 

xدر حالتی که    m y: ، داریم6 m dy: بنابراین،8
dt

   6 3
8 يي بالایی در خلاف جهـت لبـه  ي حرکت لبهعلامت منفی نشان دهنده. 4

لایی نردبان بـا سـرعت      ي با پس در این شرایط لبه    . کنندیعنی یکی در جهت کاهش متغیر و دیگري در جهت افزایش متغیر حرکت می             . پایینی است 
m/
s

0 .سردبه پایین می75

lit، آب با آهنگ m3ي اي شکل به شعاع قاعدهاستوانهاز یک مخزن ): 5(يمسأله
s

مخزن با چه سطح آب در این. شودخارج می3
رود؟سرعتی پایین می

rاگر :حل m dVحجم آب باشد، طبق فرض مسأله Vارتفاع آب در مخزن و hشعاع قاعده، 3 lit
dt s

 3 خواهیم میوdh
dt

:داریم. حساب کنیمرا 
dV lit m m
dt s s s

      
3 31 33 3 1000 1000

dV dh dh dh mV r h r
dt dt dt dt s

           


2 2 23 131000 3000

r

h

y 10
x






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هاي وابستهدر کمیتروش کلی حل مسائل آهنگ تغییرات :نتیجه
. مسائل را به دقت بخوانید و در صورت امکان شکل براي آن رسم کنید-1
. را به صورت توابعی از زمان در نظر بگیریدهر کداممتغیرها را با نمادهاي مناسب نامگذاري کنید و -2
. مشخص کنیدي مسأله را هاي مسأله را به صورت ریاضی بیان کنید و خواستهاطلاعات و فرض-3
ي مسأله توانید با استفاده از هندسهاگر می. ها متغیرهاي مختلف به هم ربط داده شده باشند  معادلاتی بنویسید که توسط آن     -4
. تعداد متغیرها را کاهش دهید) گذاريجايو (

. آوریددستبهي سؤال راها، خواستهفرضگذاريجاياز دو طرف معادلات بر حسب زمان مشتق بگیرید و با -5

آب بـا سـرعت. متر مفروض اسـت   4متر و ارتفاع     2ي  مخزن آب به شکل یک مخروط معکوس با شعاع قاعده         یک  ): 6(يمسأله
m
min

3
. آوریددستبهمتر است، نرخ رشد ارتفاع را 2اي که ارتفاع آب در لحظه. شودبه داخل مخزن وارد می2

دانـیم  مـی . کنـیم فـرض مـی    Vو حجـم آن را       rي آب را    و شـعاع قاعـده     hارتفاع آب در مخروط را       :حل
dV m
dt min


3

hاي که خواهیم در لحظهو می2 m dh، مقدار 2
dt

. را بیابیم

Vي متغیرها   کنندهي مربوط معادله r h  21
Vو   r  ،hهـر سـه متغیـر       کـه   (اسـت ) فرمول حجم مخروط  (3

OAو   OABتـوانیم بـا اسـتفاده از تـشابه دو مثلـث             ولی مـی   ،)توابعی برحسب زمان هستند    B    ا متغیرهـا ر
:داریم. کاهش دهیم

r h h h dV dh dhr V ( ) h h h h
dt dt dt

            2 3 2 21 32 4 2 3 2 12 12 4
hdV m dh dh m

dt min dt dt minh
    



3 2
2

8 22

1/کودکی با قـد  . متر قرار گرفته است3خیابان یک لامپ روي تیر چراغ برقی به ارتفاع        در یک   ): 7(يمسأله متـر بـا سـرعت2
m
s

. شوددود و از تیر چراغ برق دور میر خیابان مید4
ي فرد روي زمین چقدر است؟ متر است، سرعت افزایش طول سایه2ي شخص با تیر برق اي که فاصلهدر لحظه) الف
را در ایـن     ، نرخ رشـد     )ي بین خط رؤیت انتهاي سایه و راستاي عمود        زاویه(ي رؤیت سایه از ناظري روي لامپ باشد         زاویه اگر  ) ب

.آوریددستبهلحظه 
طـول   yي فرد از تیـر چـراغ و         فاصله x. ي فرد است  انتهاي سایه  Bمکان لامپ و     Aدر شکل مقابل     :حل
.استیت انتهاي سایه از لامپ ي رؤنیز زاویه. ي فرد استسایه

dx: طبق فرض m
dt s

 xایم که اي را براي تحلیل درنظر گرفته، و لحظه4 m 2.

dyدر این حالت )الف
dt

: کنیماستفاده میBDCو OABاز تشابه دو مثلث . خواهیمرا می
y y y dy/ / dx m/ y x

x y x y x / dt dt s
             

  
1 2 0 4 2 2 2 2 80 4 43 1 0 4 3 3 3 3 3

dدر این حالت )ب
dt
ي کنندهي مربوطرابطه. خواهیمرا می ،x وyبه صورت زیر است :

: مشتق بگیریدtحال از دو طرف نسبت به 
dy dyd dx d dx( tan ) ( )

dt dt dt dt dt dt( tan )
       

 
2

2
1 1 11 3 3 3 1

xحال در حالت   :داریم2

x

x y x tan

d rad| ( )
dt s( )



          

   


2

2 4 1 1 4 102 23 3 3 3 3 9
1 8 1804100 3 1813 1 81

A

D

BCO

m3

x y



A 2 B

B

h

O

4
A r





x yOBtan x y
OA

    1 1
3 3 3
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yدر ربع اول دستگاه مختصات روي سهمی         Pيذره): 8(يمسأله x هـا بـاxکند که تصویر ذره روي محور      چنان حرکت می   2

mسرعت 
s

xها را بیابید وقتی که xبا جهت مثبت محور OPيآهنگ تغییر زاویه. رودپیش می10 m 3.

yبه وضوح همواره. ایمنامیدهي مورد نظر را زاویه:حل x : و داریم2
y x d dx d dxtan x ( tan )
x x dt dt dt dttan

          
 

2 2
2

11
1

dx: دانیماز فرض سؤال می m
dt s

 1 :، بنابراین0
tan x

x
d d rad|
dt dt stan

 


    
 

3
32

1 0 1 0 11 01

maمراقبت جاده با سرعت     هواپیماي  ): 9(يمسأله
s

متري از سطح زمین، بالاي جـاده در مـسیر مـستقیمی حرکـت              bدر ارتفاع    
متر اسـت، و ایـن   cي بین اتومبیل روي جاده و هواپیما      کند که فاصله  رادار هواپیما مشخص می   . شودکند و به بالاي اتومبیلی نزدیک می      می

mkفاصله با آهنگ 
s

.سرعت اتومبیل در جاده را بیابید. باشدیدر حال کاهش م

، xي اتومبیل تا تـصویر قـائم هواپیمـا را         نامیم و فاصله  می yي اتومبیل و هواپیما را      فاصله :حل
yواضح است که  b x 2 2 dy: دانیممیاز فرض سؤال. 2 mk

dt s


dxV: باشد، داریم  V2و سرعت اتومبیل     V1اگر سرعت هواپیما     V
dt

 1 هـا  از هـردوي آن xي اند، فاصلهدقت کنید که چون هر دو متحرك . (2

Vچون ). باشدبرابر با مجموع نرخ تغییرات اتومبیل و هواپیما میxمتأثر است، و نرخ تغییرات  a1پس ، :dxV a
dt

 2و داریم:
dy dxy b x y x
dt dt

dy kydxk
dt dt x

   

  

2 2 2 2 2

yي مورد نظر داریم در لحظه cبنابراین ، :x c b 2 : و در نتیجه2
kydx kc dx kc a c bV a

dt x dtc b c b

      
 

2 2
22 2 2 2

بـه راحتـیPي  که حول قرقره   m33با طنابی به طول      Bو Aهاي  واگن): 10(يمسأله
بـا سـرعت   Aواگن . متر است  12از سطح زمین     Pارتفاع  . اندکند، به هم متصل شده    حرکت می 

m
s

با چـه  Bمتر است، واگن Q ،5از Aي اي که فاصلهدر لحظه. شوددور میQي از نقطه 2
شود؟ نزدیک میQسرعتی به 

dyدانیم  می. ي شکل اصلی است، در نظر بگیرید      شدهرو را که صورت ساده    شکل روبه  :حل m
dt s

 dxخـواهیم  و مـی  2
dt

. را بیـابیم 
yاي را که لحظه  tاست، 5 t داریم. نامیممی :

y ( a) a a x x              2 2 2 2 2 25 33 5 12 33 13 20 20 12 16
t: کنیمحالا آهنگ تغییر متغیرها را حساب می t

dyda da( a) y ( a) y |
dt dt dt 

           
 

2 2 2 2 5 2 1033 12 2 33 2 2 13 13

t t
da dx dxa x a x | ( )
dt dt dt          2 2 2 20 10 2512 2 2 16 13 26

mپس واگن دوم با سرعت 
s

25
.شودنزدیک میQيبه نقطه26

a

xy

12
a33 

y

y

x xO


P

x

y
b

Q

A Bm12

P






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7-5هاي بخش مرینت

cmاي با سرعت شعاع دایره-1
s

است، سرعت افزایش مساحت دایره چقدر است؟cm10اي که شعاع برابر در لحظه. یابدافزایش می2

mیک ضلع مستطیلی با سرعت  -2
s

mکاهش و ضلع دیگر با سرعت 10
s

سرعت تغییر مساحت و قطر مـستطیل را بیابیـد در   . یابدافزایش می20

.استcm10و ضلع دوم برابر cm20اي که ضلع اول برابر لحظه

مقدار مسافت طـی شـده نیـز بـه زمـان حرکـت       . وابسته است(s)شده توسط آن به مسافت طی   (G)مقدار گاز مصرفی یک ماشین گازسوز       -3

0/اگر  . وابسته است  (t)ماشین   kmگالن گاز براي طی هر کیلومتر مصرف شود و سرعت ماشین             05
hr

مـصرف گـاز چقـدر    باشـد، سـرعت    30

است؟

aي  قرقـره در فاصـله    . را نگه داشته اسـت     Mاي به جرم    وزنه bي طنابی به طول     به وسیله  Aشخص  -4

mcاگر شخص با سرعت     . متري سطح زمین قرار دارد    
s

در جهت مشخص شده حرکت کند، در زمـانی کـه

. را تعیین کنیدMي وزنهبالا رفتن متر است، سرعت kوزنه تا زمین يفاصله

BCدانـیم   مـی  ABCالـساقین   در مثلث متساوي  -5  ABو   10 AC .       آهنـگ تغییـر ارتفـاعAH      ي  بـه نـسبت زاویـهB  را در حالـت
AB  5 . بیابید2

. متـر متـصل اسـت     سـانتی  3تر به یک دسته به شعاع       مسانتی 7طول  اي به در موتور یک ماشین، میله    -6
، در نتیجـه    )ي  در جهت افزایش زاویـه    (کند  هاي ساعت حرکت می   محور دسته در خلاف جهت عقربه     

دور در دقیقه باشـد،      200محور دسته    اگر سرعت حرکت  ). xدر جهت کاهش    (کند  پیستون حرکت می  

اي که در لحظه  ، سرعت پیستون چقدر است؟3

. شـود از سـطح افـق دیـده مـی    ي با زاویهAمتر از سطح زمین توسط ناظر   5بادبادکی در ارتفاع    -7

mبادبادك با سرعت    
s

ي تـصویر  اي کـه فاصـله  در لحظه. طور افقی در حال دور شدن از ناظر استبه2

ي دید ناظر چقدر است؟سرعت کاهش زاویهمتر است،10بادبادك روي زمین از ناظر 

xذلولی  اي بر ه  نقطه-8 y 2 23 mآن با سرعت     yکند که مختصات    چنان حرکت می   12
s

xوقتی که   . شودزیاد می  4 m است، مختصات4

xکند؟ آن با چه آهنگی تغییر می

متـر، آب بـا   8تـا   2متر، و عمـق متغیـر        24متر، طول    12رو به عرض    به استخري مطابق شکل روبه    -9

mسرعت  
s

3
متـر اسـت، سـرعت2در حالتی که عمق آب در بخش عمیـق اسـتخر   . شودداخل می 16

. آوریددستبهیش ارتفاع آب را افزا

M m
c

s


224
12

8

x

73


5

10A 



ايچهارگزینههاي پرسش

fي در تابع با ضابطه-1 (x) x آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر ،x ي اي در نقطهتغییر کند، برابر آهنگ لحظه25به 4ازx aاست .
a83-سراسري (ست؟ کدام ا (
1 (75/112 (25/123 (5/134 (75/13

fاي تغییر اگر آهنگ لحظه-2 (x) در واحد تغییرxي ، در نقطهx  برابر 2 fگاه حد عبارتباشد، آن32 ( ) f ( h)
h

 2 h، وقتی 2  

برابر کدام است؟

1 (3-2 ( 323 (3
24 (3

yآهنگ متوسط تغییر تابع -3 x x 3 ، کدام است؟رسدمی1/2به 2از x، وقتی 2
1 (82/132 (91/133 (52/144 (61/14

fنسبت تغییرات متوسط -4 (x) sin x به تغییرات متغیرx3ي روي بازه[ , ] 
6 کدام است؟2

1 (

1
22 (


1
33 (


2
34 (


3
2

r، در rیر مساحت یک دایره نسبت به شعاع آهنگ آنی تغی-5  10کدام است؟
1 (102 (153 (254 (20

dAي هاشورزده باشد، مساحت ناحیهAاگر -6
dr

rوقتی   کدام است؟3

1 (432(83
3 (20

34(16
3

آن چقدر است؟ ، آهنگ تغییر حجم کره نسبت به مساحتRدر یک کره به شعاع -7

1 (R2 (R
23 (R24 (R

4
0/طول هر ضلع مکعب با سرعت -8 ، واحد باشد15ضلع مکعب اي که طولسرعت افزایش حجم آن در لحظه. یابدمتر بر ثانیه افزایش می04

چقدر است؟
1 (182 (243 (274 (30

yاي روي مسیر ذره-9 x 2 22 0/آن با سرعت xي اگر مؤلفه. کندحرکت می1 )ي متر بر ثانیه افزایش یابد، در نقطه1 , )1 آن باyي مؤلفه1
کند؟چه سرعتی در ثانیه تغییر می

1 (05/02 (1/03 (15/04 (2/0

yاي بر روي مسیر ذره-10 cos x 22 آن است؟yي آن برابر سرعت مؤلفهxي اي با کدام طول، سرعت مؤلفهدر نقطه. کندحرکت می1

1 (5
62 (5

123 (7
124 (7

6

r
r

3
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0/واحد، خطی موازي قاعده با سرعت 28و ارتفاع 32ي در مثلثی به طول قاعده-11 شود و با دو ضلع دیگر نزدیک میواحد بر ثانیه به رأس مقابل آن 02
ها کدام است؟ساحتواحد است، سرعت کاهش این م7ي این خط تا رأس مقابل اي که فاصلهدر لحظه. سازدهاي متشابه میمثلث، مثلث

1 (07/02 (08/03 (14/04 (16/0
ABاي به قطر دایرهبر روي نیمMي نقطه-12  ي واحد در ثانیه از نقطه05/0با سرعت ثابت ABبر قطر Mي تصویر نقطه. در حرکت است9

Aواحد است، سرعت افزایش طول وتر 25/6اي که این فاصله برابر در لحظه. شوددور میAMکدام است؟
1 (024/02 (030/03 (045/04 (072/0

mهاي مثلث با سرعت الاضلاع، ارتفاعدر یک مثلث متساوي-13
s

، سرعت افزایش متر است2مثلث اي که یک ضلع در لحظه. یابندافزایش می4

مساحت کدام است؟ 
1 (5/32 (83 (5/44 (5

Qثانیه در یک هادي جریان دارد، tاگر مقدار بار الکتریکی که -14 t t t  32 یه چقدر است؟ثان4کولن باشد، شدت جریان پس از 43

1 (322 (333 (344 (35

xyاي روي مسیر اگر ذره-15

y




3
2

8
51

)ي ز نقطهگاه وقتی که ذره امتر در ثانیه افزایش یابد، آن6آن با سرعت xي حرکت کند و مؤلفه , )1 2

کند؟ییر میآن با کدام سرعت تغyي گذرد، مؤلفهمی

1 (50
50) 2افزایش9

60) 3کاهش9
60) 4افزایش 7

کاهش7

6ي آن ي آن، وقتی که شعاع قاعدهآهنگ تغییر حجم این مخروط نسبت به سطح قاعده. مفروض است90ي رأس مخروط دواري با زاویه-16
: واحد است، برابر است با

1 (62 (33 (64 (3
0/به موازات خود و با سرعت ABاگر . است8برابر AB، طول وتر 5ي به شعاع ادر دایره-17 از مرکز دایره دور شود، سرعت کاهش طول 2

چقدر است؟ ABوتر 
1 (3/02 (15/03 (25/04 (5/0

0/ي قاعده با سرعت همواره موازي صفحهPي واحد، صفحه25کره به شعاع در یک نیم-18 از 04
ي واحد است، سرعت کاهش مساحت دایره12ي دو صفحه در حالی که فاصله. شودآن دور می

)87-سراسري (کره کدام است؟و نیمPي مقطع صفحه
1 (/ 0 482 (/ 0 72
3 (/ 0 844 (/ 0 96

xي اي بر روي منحنی به معادلهنقطه-19 x y   )ي اي که ذره از نقطهدر لحظه. در حرکت است5 , )4 کند، اگر سرعت عبور می5
0/برابر xافزایش  )89-سراسري (کدام است؟ yواحد در ثانیه باشد، سرعت تغییر 2

1 (/0 32 (/0 53 (/0 44 (/0 6

P



هاي تشریحیپاسخ
)2(يگزینه-1

f ( ) f ( )   


25 4 5 2 1
25 4 21 آهنگ متوسط تغییر7

f (x) a / a /
x a

       1 1 1 3 5 12 2572 اي تغییرآهنگ لحظه2

f: از فرض داریم)3(يگزینه-2 ( )   32 و چون2
h

f ( ) f ( h)
lim

h

 2 2


3، پس جواب 
.شودمی2

:طبق تعریف، آهنگ متوسط تغییر تابع برابر است با)4(يگزینه-3
x / ,xf (x ) f (x ) (x x ) (x x )

(x x x x ) /
x x x x

    
     

 
2 1

3 3 2 1 22 22 1 2 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1

2 2 14 61

)1(يگزینه-4
sin( ) sin( )f (x ) f (x )ff (x) sin x , g(x) x A

g g(x ) g(x ) ( )

       
    

2 1
2 1

12 63 23 2 6
)4(يگزینه-5

r
dS dSS r r |
dr dr        2

102 20
)4(يگزینه-6

r
r r dA r dAA r ( ) |

dr dr 
          

22 2
3

8 16 16
3 9 9 3

)2(يگزینه-7
dVV R R
dR dV R R

dS RdSS R R
dR

             


3 2
2

2

4 43 4
8 24 8

:بنامیم، داریمVو حجم آن را aاگر ضلع مکعب را )3(يگزینه-8

a
dV da dV mV a a a / |
dt dt dt s         

33 2 2 2
15

43 3 0 04 3 15 27100
)1(يگزینه-9

dy dxy x y x
dt dt

    2 22 1 4 2 

(x,y) ( , )
( , )

dy dyx dx | / /
dt y dt dt

     1 1
1 1

1 0 1 0 052 2
)3(يگزینه-10

dy dx dxy cos x cos x ( sin x) sin x
dt dt dt

        22 1 4 2 2

x n   7
xا ی12 n x n      2 2 6 dyیا 12 dx sin x sin x x n

dt dt
         12 2 1 2 2 22 6

nکه  Zکنددر این شرایط صدق می) 3(ي ها، گزینه، و واضح است که از بین گزینه.
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dSنـشان دهـیم،   Sرا بـا     ADEاگر مساحت   . نامیممی hي خط تا رأس مقابل را       مطابق شکل فاصله  )4(يگزینه-11
dt

: داریـم . خـواهیم را مـی 
.)نسبت تشابه استkایم و نشان دادهSرا با ABCمساحت (

S hA DE ~ A BC k ( )
S AH

 
  

2 2

S dS dhS h h h h
dt dtAH

      


2 2 2
2

32 4 8
2 28 7 7

h
dh ds/ | ( / ) /
dt dt         7

80 02 7 0 02 0 167
الزاویـه  باشد، از خواص مثلـث قـائم  ارتفاع وارد بر وتر آن می   MHاویه است و    الزقائم Mدر رأس    AMBبا توجه به آن که مثلث       )2(يگزینه-12

AM: (داریم y (
dy dydx dxy x.AB y x y
dt dt dt y dt

      2 2 99 2 9 2
x /

dydxx / y / / , / | /
dt dt /         

6 25
9 56 25 9 6 25 7 5 0 05 0 032 7 5 100

h: طول ضلع مثلث باشد، ارتفاع آن برابر است باaاگر )2(يگزینه-13 a 3
S: نو مساحت آ2 a 23

:بنابراین. 4

a
dS da dh da dS dh dSa , a |
dt dt dt dt dt dt dt         2

3 3 2 4 82 2
: پس. شدت جریان یک هادي همان آهنگ تغییر بار الکتریکی در هادي است)3(يگزینه-14

dQI(t) t I( ) A
dt t

        2 42 1 4 32 1 1 34
2

)4(يگزینه-15
dy dydxxy y ( y x y ) y

dt dt dt
      3 2 3 25 8 8 5 3 8 2

( , )
dy dy dydx , (x, y) ( , ) ( ) |

dt dt dt dt
          1 2

606 1 2 5 6 8 3 4 8 4 7
: است، داریم  90ي رأس مخروط    یهبا توجه به آن که زاو     )2(يگزینه-16  45       و اگر ارتفاع مخروط راh    گیـریم بنامیم، نتیجه مـیh r .

dVاکنون 
dS

: داریم. خواهیمرا می

r

dVV r h r r
dr dV r r dV

dS r dSdSS r r
dr



                 


2 3 2
2 6

2

1 1
3 3 32 22

: بنامیم، داریمhرا OHي و فاصلهxرا ABوتر اگر طول )1(يگزینه-17
x dh x dx dx h dhOA OH AH h ( ) h

dt dt dt x dt
             2 2 2 2 2 2 1 45 2 22 2 2

x
dxx h | / /
dt 

          2 2
8

4 38 5 4 3 0 2 0 38

dh: با توجه به شکل، طبق فرض سؤال داریم)4(يگزینه-18 /
dt

 0 0 hخواهیم در حالتی که و می4  1 2 ،dS
dt

S(بیابیم را  r  :داریم). 2
dS dhr h R S r (R h ) h
dt dt

           2 2 2 2 2 2 2
dh dS/ , h ( / ) /
dt dt

         0 0 4 1 2 2 1 2 0 0 4 0 9 6

dxخواهیم با فرض می)2(يگزینه-19 /
dt

 0 dy، مقدار 2
/

dt
 0 dy، مقدار 2

dt
: ال داریمگیري از فرض سؤبا مشتق. را بیابیم

x ,y
dx /
dt

dy dy dydx dx( ) ( )
dt dt dt dt dtx x y

 


           


4 5
0 2

1 1 1 2 1 2 1
4 10 6 10 22 2



A

h E

CB

D

32
28

M

A BHx



r

A B
O

H

Rh

r



مشتق تابع مرکب و تابع وارون: 5-5

ي مـشتق  ولی آن قضایا براي محاسـبه . آوریمدستبهتوانیم مشتق برخی از توابع پیچیده را ایم، می هایی که در بخش قبل خوانده     با استفاده از قضیه   
yتابعی چون    x21   صورت ترکیبی از توابـع     هتوانیم ب چون این تابع را می    . کنندکمکی نمیf (x) x وg(x) x21    ،بیـان کنـیم

. اي براي مشتق توابع مرکب پیدا کنیمپس باید قاعده

ايي زنجیرهقاعده: قضیه
Fپذیر باشند و توابعی مشتقgو fفرض کنید  fogورت داریمدر این ص. ترکیب آن دو باشد :

F (x) f (g(x)) g (x)   

فرض کنید  :مثالf (x)
x

1
  ،g(x) x2 4    وh(x) fog(x) .هاي دو تابع    مشتقf   وg   عبارت اند از :f (x)

x2
1    وg (x) x2 .

: بنابراین
x

h (x) f (g(x)) g (x) x
(g(x)) (x )2 2 2

1 22
4

       


h(x)ها، مشتق تابع ي تقسیم مشتقحال با استفاده از قضیه
x


2
1
4

. ي بالا آن را مقایسه کنیدرا بیابید و با رابطه

نیز بیان کرداین شکل جالب توان به میمشتق، اي را با نماد دیگر ي زنجیرهقاعده:تذکّر :
dF dF dg

dx dg dx
 

هاي اولیه در مثال. توانید بر آن تسلط پیدا کنیدهاي متنوع میبا حل مثالکهي مشتق توابع است، ترین بحث محاسبهاي، مهمي زنجیرهقاعده
یابـد  تان افزایش میدر این صورت مهارت. در قاعده، مشتق تابع را حساب کنیدگذاريجايسعی کنید توابع را به صورت ترکیب دو تابع بنویسید و با        

.هاي بعدي مستقیماً عمل کنیدتوانید در مثالو می

.دست آوریدبهمشتق توابع زیر را ): 1(يمسأله

f) الف (x) ( x )107 3 ب (f (x)
x x3 2

1
1


 

x) پ
f (x) ( )

x
92

2 1





f) ت (x) sin x2ث (f (x) cos(sin x)ج (f (x) sin x2

g(x)اگر)الف:حل x10 وh(x) x7 3 داریم ، :f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
g (x) x , h (x) f (x) g (h(x))h (x) ( x ) ( x )9 9 910 7 10 7 3 7 70 7 3            

g(x)اگر )ب x

1
3


 وh(x) x x2 1  داریم ،:f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :

g (x) x , h (x) x f (x) g (h(x))h (x) (x x ) ( x )

4 4
23 31 12 1 1 2 13 3

 

               

مشتق توابع


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g(x)اگر )پ x9 وx
h(x)

x

2
2 1





f: ، داریم gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
( )

g (x) x , h (x)
( x ) ( x )

8
2 2

1 1 2 2 59
2 1 2 1

      
 

x (x )
f (x) g (h(x))h (x) ( )

x ( x ) ( x )

88
2 10

2 5 45 29 2 1 2 1 2 1
      
  

g(x)اگر )ت sin x وh(x) x2داریم ، :f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
g (x) cos x , h (x) x f (x) g (h(x))h (x) cos x x22 2         

g(x)اگر )ث cos x وh(x) sin xداریم ، :f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
g (x) sin x , h (x) cos x f (x) g (h(x))h (x) sin(sin x)cos x          

g(x)اگر )ج x وh(x) sin x2داریم ، :f gohتوانیم بنویسیممی :
g (x) f (x) g (h(x))h (x) h (x)

x sin x2
1 1

2 2
        

:آیدمیدستبه) ث(اي مانند قسمت ي زنجیرهخود یک تابع مرکب است و مشتق آن طبق قاعدهh(x)تابع اما
x cos x x cos x

h (x) x cos x f (x)
sin x sin x

2 22
2 2

22
2

    

در . بی از سه تابع بودتابع نهایی ترکی ) ج(ولی در قسمت    . هایی از ترکیب دو تابع را حل کردید       نمونه) ث(-)الف(هاي  قسمت ،)1(ي  مسألهدر   
ترین گیري مرحله به مرحله به درونیکنیم و با مشتقترین تابع شروع می  اي از توابع، از بیرونی    ها به این نکته دقت کنید که در زنجیره        ي قسمت همه

.کنیمتر را بررسی میي پیچیدهبعد چند نمونهي مسألهدر . رسیمتابع می

.آوریددستبهمشتق توابع زیر را ): 2(يمسأله

f) الف (x) sin(cos(tan x))ب (f (x)
cos x3

1
پ (f (x) sin(x cos x)

f) ت (x) x x x  ث (f (x) sin(tan( sin x )

g(x)اگر قرار دهیم )الف: حل cos(tan x)داریم ،:
g(x) cos(tan x) g (x) sin(tan x) ( tan x)21     

f (x) sin(g(x)) f (x) cos(g(x))g (x) cos(cos(tan x)) sin(tan x) ( tan x)21        

g(x)اگر قرار دهیم )ب cos x3داریم ،:
g(x) cos x g (x) sin x (x ) sin x x3 3 3 3 23        

f (x) (g(x)) f (x) (g(x)) g (x) f (x) (cos x ) sin x x

1 3 3
3 3 22 2 21 3

2 2

  

         

:اي داریمي زنجیرهطبق قاعده)پ
f (x) cos(x cos x) (x cos x) cos(x cos x) (cos x x( sin x)) (cos x x sin x)cos(x cos x)        

g(x)اگر )ت x x x  داریم ،:
g (x) ( x x ) (x x ) ( )

xx x x x

1 1 11 1 1 1
22 2

          
 

f (x) g(x) f (x) g (x) f (x) ( ( ))
g(x) xx xx x x

1 1 1 11 1
2 222

          
 


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:اي داریمي زنجیرهطبق قاعده)ث
f (x) cos(tan( sin x )) (tan( sin x ))  

cos(tan( sin x )) ( tan ( sin x )) ( sin x ) cos(tan( sin x )) ( tan ( sin x )) (cos x)
sin x

2 2 11 1
2

        

اند، کـاملاً نامی هم که بر آن گذاشته. دار و پیچیده نیستاي نکتهاي قاعدهي زنجیره قبل ملاحظه کردید، قاعده   ي  مسألهطور که در دو     همان 
در استفاده ایـن قاعـده   مهارت . اي وجود داردي زنجیرههایی از قاعدههاي کنکور، سؤالهمواره در امتحانات نهایی و سؤال     . ي مفهوم آن است   برازنده

. آیددست میبهفقط با تمرین نیز 

fمقدار مشتق ): 1(تست (x) sin x3ي در نقطهx
2

9


83–سراسري (چقدر است؟(

1 (9
162 (9

83 (27
164 (27

8
: اي داریمي زنجیرهبا استفاده از قاعده:حل

f (x) sin ( x )cos( x ) f ( ) sin ( )cos( )
x

22 21 1 273 39 3 3 162 2 3

         
 

.درست است)3(ي بنابراین گزینه

fاگر): 2(تست (x) sin x مقدار مشتق ،fof

f xدر2 2


 82–سراسري (کدام است؟(

sin13 (cos14 (1) 2صفر) 1
gاگر:حل (x) fof (x)1  وg (x) f (x)2

2 داریم ،:

x

g (x) cos(sin x)cos x g ( ) cos g ( )g ( ) g ( )g ( )d fof
( ) |

dx f (g ( ))g (x) sin x cos x g ( )

1 1 1 2 2 1
2 22 22 2

12 2 2 2 2
2 22




                   


 





.درست است)1(ي بنابراین گزینه

fهریک از توابع زیر را بر حسب مشتق. پذیر باشدمشتقRبر fفرض کنید ): 3(يمسأله بیان کنید.
y) الف f ( x)4ب (y f ( f ( x))2 3 4 5  

g(x)ر اگ)الف:حل x4داریم ،:
y fog(x) y f (g(x)) g (x) f ( x) f ( x)4 4 4 4          

g(x)اگر )ب f ( x)2 3 4 5  داریم ،:
g (x) f ( x) ( x) f ( x)( ) f ( x)3 4 5 4 5 3 4 5 5 15 4 5              
y fog(x) y f (g(x))g (x) f ( f ( x))f ( x)15 2 3 4 5 4 5          

fاگر ): 3(تست (x)
x2

1
1

 


g(x)و  f ( )
x

1
،ار مقدگاهآنg ( )

3
4

کدام است؟

1 (16
152 (15

163 (15
164 (16

15

g(x)چون :حل f ( )
x

 g: اي داریمي زنجیرهاده از قاعده، با استف1 (x) f ( ) ( ) f ( ) g ( ) f ( ) ( ( ) )
x x x x

2
2

1 1 1 1 3 4 4
4 3 3

            

f (x) f ( ) g ( )
x2

1 4 3 3 3 16 16
3 5 4 5 9 151

         


. درست است) 4(ي بنابراین گزینه


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fاگر مشتق ): 4(يمسأله (sin x) برابرsin x

sin x2
2

1
fباشد، مشتق  (tan x) آوریددستبهرا.

g(x)اگر :حل f (sin x)داریم ،:g (x) f (sin x) cos x  .دانیماز طرفی می :
g (x) f (sin x) cos xsin x sin x cos x sin x

g (x) f (sin x)
sin x sin x sin x2 2 2

2 2 2
1 1 1

      
  

tاگر قرار دهیم  sin xي تابع ، ضابطهf  آوریممیدستبهرا:
t x

t sin x f (t) f (x)
t x2 2

2 2
1 1

     
 

h(x)حالا اگر قرار دهیم  f (tan x)داریم ،:
tan x

h (x) f (tan x)( tan x) ( tan x) tan x
tan x

2 2
2

21 1 2
1

     


fتابع مقدار مشتق ): 4(تست (x) (x x x x )100 50 2 1050 50 1     درx  چقدر است؟
1 (1002 (2003 (4004 (500

f: بنامیم، داریمg(x)نتز رال پرااگر عبارت داخ:حل (x) (g(x)) : ، بنابراین10
xf (x) (g(x)) g (x) f ( ) (g( )) g ( )9 910 10     

  

)g: داریم ) 1 .اگر از    همچنینg(x)    ي جمـلات  اسـت و بقیـه  50رابر  شود که عدد ثابت آن ب     اي دیگر حاصل می   مشتق بگیریم، یک چندجمله
g:پس. هستندxهاي مضربی از توان ( ) f ( )50 10 1 50 500       

.درست است)4(ي بنابراین گزینه

اي را باید با ي زنجیرهقاعدهبسیاري از مواقع اما . ایماي و چگونگی استفاده از آن را آموختهي زنجیرههاي قبل مفهوم قاعدهها و تستدر مثال  
بعد چند نمونـه از  ي مسألهدر . تر پیدا کنیدهاي کوتاهقضایاي دیگر مخلوط کنید و حتی گاه دست به ابتکارهایی بزنید تا بتوانید مشتق تابع را از روش    

.کنیماین مسائل را بررسی می
.آوریددستبهمشتق توابع زیر را ): 5(يمسأله

x) الف
f (x)

x

3
4

3
1
1





sin) ب x

f (x)
sin x

2 3
3 2





f) پ (x)

x x2
1

1


 
x) ت

f (x)
( x) ( x)2 21 1


 

xاگر )الف: حل
g(x)

x

3
3

1
1





xو 

h(x)
x

1
1





g(x): ، داریم h(x )3 . تابعhتابعی هموگرافیک است، پس:

( ) x
h (x) g (x) h (x ) x

(x ) (x ) (x )

23 2
2 2 3 2

1 1 1 1 2 63
1 1 1

            
  

x x
f (x) (g(x)) f (x) (g(x)) g (x) ( )

x (x )

1 3 33 2
4 4 4

3 3 2
1 3 1
4 2 1 1

 
       

 

xاگر . عمل کنید) الف(مانند قسمت )ب
g(x)

x

2 3
3 2





 ،g(x)یک تابع هموگرافیک است و داریم:
f (x) g(sin x) cos x

g (x) f (x) g (sin x)cos x
( x ) ( x ) ( sin x )2 2 2

2 2 3 3 5 5
3 2 3 2 3 2

          
  

:شودتر می، راه کوتاهدیگویا کنتابع را ي نخست کسر ضابطهاگر )پ
x x x

f (x) x x f (x) x
x x x x x x

2 2
2 2 2 2

1 1 11 1 2 1
1 1 2 1 1

            
     







257»مشتق توابع«پنجم فصل 

)که با توجه به آن)ت x) ( x) x2 21 1 4   داریم ، :
(x ) (x )

f (x) ( ) ( )
(x ) (x ) (x ) (x )

2 2
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
4 41 1 1 1

  
  

   

g(x)با توجه به این که مشتق  x 2 برابر است با ،g (x) x 32   گیریم، نتیجه می:
( x ) x

f (x) ( ) ( )
(x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x )

2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

1 2 2 1 1 1 1 2 3 1 3 1
4 2 21 1 1 1 1 1 1 1

             
       

fاگر ): 6(يمسأله (x) ( x)( x) ( nx)1 1 2 1    ، مقدارf ( ) را بیابید.(n N)

:، یعنی)چرا؟(است nي آن برابر آید، که درجهاي درمیپس از ضرب کردن عبارات به صورت یک چندجملهfي ضابطه:حل
n

nf (x) a a x a x a x2
1 2     

n:واضح است که
nf (x) a a x na x f ( ) a1

1 2 12        

fرا در عبارت     xضریب  حل مسأله باید     برايپس   (x) شامل ي براي ایجاد هر جمله. بیابیمx، ي شامل از یک پرانتز، جملهبایدx از 1در عددهاي
:ها برابر است باکه مجموع آنnxو x ،x2 ،: ند ازعبارتxجملات شامل بنابراین . پرانتزهاي دیگر ضرب شود

n(n ) n(n )
x x nx x( n) x a1

1 12 1 2 2 2
 

          

nبراي درك بهتر، استدلال بالا را خودتان براي   . تکرار کنید3

fاگر ): 7(يمسأله (x) x x2 24 1   وg(x) x x2 24 4 1   ،کنیدثابتگاهآن:f (x) g (x)

g(x) f (x)






ffباید ثابت کنـیم      :حل gg  .   عبـارتff              انـدازد؟ اگـر تـابع       شـما را یـاد مـشتق چـه تـابعی مـیy f (x)2        را در نظـر بگیـریم، داریـم :
y f (x)f (x)2  . هاي دو تابع براي حل سؤال ثابت کنیم که مشتقپس کافی استf (x) f (x)2

1  وg (x) g (x)2
1 داریم. برابرند:

f (x) x x
f (x) g (x) f (x) g (x) f (x) g (x) f (x) g (x)

g (x) x x

2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 12 2 2
4 1 4 4
4 4 1

                   
    



عامل صفرکننده
هاي اخیـر مـورد توجـه قـرار         ست که مخصوصاً در کنکورهاي سال     ي مشتق توابع در نقاطی خاص ا      عامل صفرکننده، یکی از نکات مهم در محاسبه       

:بعد توجه کنیدي مسألهبه . گرفته است

x)اگر ) الف): 8(يمسأله ) x
f (x)

(x )

5
3

2 21 10
1

 



f، مقدار  ( )2را بیابید.

fاگر ) ب (x) sin x cos x مقدار ،f ( ) را بیابید.
fي مشتق محاسبه)الف: حل (x)ي در نقطهx 2ي تابع مشتق تر از محاسبهبسیار ساده،از راه تعریف آنfداریم. است :

x x x

(x ) x

f (x) f ( ) x(x )
f ( ) lim lim lim

x x (x )

5
3 5

32 2 2

2 21 10
2 21 10 212 2 2 271  

 


     
  



sinچون )ب   پس ،f ( )   .ر بخواهیم از تعریف مشتق اگf (x)توانیم به صورت زیر عمل کنیماستفاده کنیم، می:

x x x x

f (x) f ( ) sin x cos x sin x
f ( ) lim lim lim lim cos x

x x x   

       
     



sinچون    مقدار حد اول همان مشتق ،sin xي در نقطهx  ااست، زیر:

x
x x x

d sin x sin sin x sin x
(sin x) | lim lim lim cos

dx x x x
1

  

 
      

     
: بنابراین

x
f ( ) ( ) lim cos x ( ) ( )1 1 1 1


         






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تابع یعنی ي یکی از اجزاي تابع بود، آوریم که آن نقطه ریشهدستبهخواستیم اي میدر هر دو قسمت مشتق تابع را در نقطه      ،)8(ي  مسألهدر  
.گویندمی» عامل صفرکننده«به چنین عاملی اصطلاحاً . شدآن نقطه صفر میها به ازايشد که یکی از آناز ضرب چند تابع دیگر تشکیل می

عامل صفرکننده: نکته
fخواهیم مشتق فرض کنید می (x) g(x)h(x)ي را در نقطهx aدانیم بیابیم و میx aي ریشهg(x)در این . است

xدر gصورت اگر  aپذیر و مشتقhدر این نقطه پیوسته باشد، داریم :
f (a) g (a)h(a) 

ي آن است، کافی است تنها از همـان عامـل           ي عامل صفرکننده  اي که ریشه  ي مشتق تابع در نقطه    براي محاسبه : به بیان دیگر  
. بگیریمصفرکننده مشتق 

اگر ،در حالت خاص:تذکّرf (x) (x a)h(x)  با شرط پیوستگی ،h درx aداریم ،:f (a) h(a) 

xبا توجه به این که :اثبات aي ریشهgاست، داریم:
g(a) f (a) g(a)h(a)    

fحال با استفاده از تعریف مشتق، مقدار  (a)یابیمرا می :
f (x) g(x)h(x)

x a x a x a x a x a

f (x) f (a) f (x) g(x)h(x) g(x)
f (a) lim lim f (a) lim lim lim h(x)

x a x a x a x a


    

       
   



x a x a

x a

g(x) g(x) g(a)
g(a) lim lim g (a)

x a x a f (a) g (a)h(a)
x a h lim h(x) h(a)پیوســــــتهدر

 



         
   





.ي داده شده بیابیدیک از توابع زیر را در نقطهمشتق هر): 9(يمسأله

f) الف (x) sin( x)cos ( x)10
4


  درx 1ب (f (x) sin( x) | x |10   درx 10

f) پ (x) x[x] درx  

x)الف: حل 1 مقدارsin( x)پس تنها کافی است از . کندرا صفر میsin( x)مشتق بگیریم:
d

(sin x) cos( x) f ( ) cos( ) cos ( ) ( ) ( )
dx

10 1011 14 322
              

x)ب 10     هر دو تابعsin( x)   و| x |10   ولی  . کندرا صفر می| x |10   درx 10و عامـل صـفرکننده همـان    )چرا؟(پذیر نیستمشتق ،
sin xپس. است:

f ( ) cos( ) | |10 10 10 10       

yچون است، ولی xعامل صفرکننده )پ [x] درx  در درواقع این تابع. ي ذکرشده استفاده کنیمتوانیم از نکتهپیوسته نیست، نمیx  
:زیرا. پذیر نیستمشتق

x x x x

x[x] x[x]
f ( ) lim lim [x] , f ( ) lim lim [x]

x x
1

    
   

        
    

 
  

 

xمشتق تابع ): 5(تست
y sin x tan x

x2
32

1
 


xدر    83–آزاد (کدام است؟(

14 (3) 33) 2صفر) 1
sinدر هر دو عبارت :حل x tan x2 وx

x 2
3

1
: توانیم از عامل صفرکننده استفاده کنیممی

x

f (x) tan x sin x f ( ) ( tan )sin
y | f ( ) g ( )

g(x) x g ( )
x

2

2

2 1
33 3 311



    
       

       



   
 




.درست است)4(ي گزینهبنابراین


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ايمشتق در توابع چند ضابطه
اکنون با توجه به . ها به ویژه در نقاط مرزي را بررسی کردیمپذیري آناي حل کردیم و مشتقهایی مقدماتی از توابع چندضابطه   مثال) 3-5(خش  در ب 

. توانیم چنین مسائلی را بهتر بررسی کنیمایم، میمطالبی که آموخته

فرض کنید مشتق تابع      :مثالx xf (x)
x x

  
 

2 1
2 1 xي احتمـالی  به جز نقطه  . دست آوریم خواهیم به را می  1  ي نقـاط  تـابع در بقیـه  1

: توانیم بنویسیمپذیر است، پس میمشتق
x x

f (x)
x
   

2 1
2 1

xي اول، یعنی    بینید که شرط ضابطه   می  x، به   1  xي تر مشتق باید نقطه  براي یافتن دقیق  . کرده است تغییر   1  توانیم می. را نیز بررسی کنیم1

از تعریف مشتق، دو حد      
x

xf ( ) lim
x



 


2

1
11 و   1

x

xf ( ) lim
x



  
1

2 1 11 fيولی راه بهتر استفاده از همان ضـابطه . را تشکیل دهیم   1 (x)

xدر   fدر واقع چون تابع     . است  fتـوانیم مقـادیر   ، می )چرا؟(پیوسته است    1 ( ) fو 1 ( ) fي را از همـان دو ضـابطه  1  دسـت آوریـم، یعنـی   بـه :

f ( )   1 2 1 fو 2 ( ) 1 f، پس 2 ( ) fي توانیم ضابطهود دارد و میجو1 (x) تر به شکل دقیقراx x
f (x)

x
   

2 1
2 .بنویسیم1

xي مرزي   اي در نقطه  گر یک تابع چندضابطه   ا: نکته a)ي مقدار مشتقپیوسته باشد، براي محاسبه   ) ین دو ضابطه  ي مرزي ب  نقطه
xي چپ و راست آن در نقطه aهاي دو ضابطه استفاده کنیمتوانیم از مشتقمی.

.پذیر باشدمشتقRدر fرا چنان بیابید که تابع bو aمقادیر ): 10(يمسأله
ax b x

f (x)
sin x cos x x2 3
 

   





xي مرزي پس تنها باید نقطهاند،پیوستهRهر دو ضابطه به تنهایی در . کنیمی را بررسی میابتدا شرط پیوستگ:حل  را بررسی کنیم:

x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) a b sin cos b2 3 3

  
        

 
   

xي احتمالی به جز نقطه. آوریمدست میحال مشتق تابع را به  داریمپذیر است و مشتق، در نقاط دیگر تابع :
a x

f (x)
cos x sin x x2 3

    





f، باید Rپذیري تابع در براي مشتق ( ) f ( )    . چونf درx  ها استفاده کنیمي قبل از ضابطهتوانیم طبق نکتهپیوسته است، پس می :
f ( ) f ( )

f ( ) cos sin , f ( ) a a2 3 2 2  
        
   

sinآیا تابع): 11(يمسأله x x
f (x)

x x

2 1
2 3

 
   




xدر   پذیر است؟مشتق

: گیرندابتدا از دو ضابطه مشتق می. کننداین صورت مسأله را حل میآموزان به اشتباه به بعضی از دانش! خیر:حل
cos x x

f (x)
x

2
2

   





fکه گیرند مینتیجه هاسپس با استفاده از ضابطه     ( ) 2  ،f ( ) 2 گویند و میf درx  در حـالی کـه ایـن تـابع در     . پـذیر اسـت  مشتق
x  اندي قبل دقت نکردهدر نکتهآموزان این است که به شرط پیوستگیعلّت اشتباه این دانش! پذیر باشداصلاً پیوسته نیست که مشتق .




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xاگر ): 12(يمسأله sin x
f (x) x

x

2 1  
 



 

f، مقادیر  ( )  و
x
lim f (x)





.آوریددستبهرا 

Rي اول در تمام نقاط با توجه به این که ضابطه:حل { } یمگیرپذیر است، از آن مشتق میمشتق:

x x x
f (x) x sin x cos( ) ( ) x sin cos lim f (x) lim x sin lim cos

x x x x x xx

2
2

1 1 1 1 1 1 12 2 2
  

         
  

fپس . ، ولی حد دوم وجود ندارد)ي فشردگیطبق قضیه(حد اول برابر صفر است  (x)





fي جالب این است که نتیجهاما . وجود ندارد ( ) وجود دارد :

x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim x sin
x x x

2 1
1

  

    
   




 
 

.پیوسته نیستRها در پذیرند، ولی مشتق آنمشتقRاي از توابعی است که در ونهنمتابع این :یادداشت

)82–سراسري (ناپذیر است؟ در چند نقطه ناپیوسته و در چند نقطه مشتقترتیببهي مقابلبا ضابطهfتابع ): 6(تست
1 (1 ،2
2 (2 ،2
3 (1 ،3
4 (2 ،3

.سی کنیمي را برربراي بررسی پیوستگی باید نقاط مرز:حل

x x x x
lim lim (x ) , lim (x ) lim ( x )

1 1
1 1 1 1 2 2 2 4

      
       

 

x x
lim ( x ) lim (x )2

2 2
2 2 6 2

  
   

xيپس تابع تنها در نقطه 1دانیم تابع در ناپذیري، میبراي بررسی مشتق.ناپیوسته استx 1ناپذیر است و علاوه بر آنمشتق:
x

x
f (x)

x

x x

1 1
2 1 2
2 2


      
 

 



xباید تنها نقاط    وx 2ها استفاده کنیمتوانیم از ضابطهرا بررسی کنیم که با توجه به پیوستگی تابع در این دو نقطه، طبق نکته می:
f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )1 2 4 2 2           

xي پس تابع در هر سه نقطه { , , }1 2 3درست است)3(ي بنابراین گزینه. ناپذیر استمشتق.

رمطلقمشتق در توابع شامل قد
معمولاً در توابعی که قدرمطلق دارند، بهتر است ابتدا با تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق و تعیین محدوده، قدرمطلق را حذف کنیم، سپس از تابع     

. مشتق بگیریم
fمشتق تابع ): 13(يمسأله (x) (x ) | x |2 21 1   آوریددستبهرا.

:اي بیان کردتوان به صورت دو ضابطهرا میfتابع :حل
(x ) (x ) x x x x x x x

f (x) (x ) | x | f (x)
(x ) (x ) x (x x x x x ) x

2 2 5 4 3 2
2 2

2 2 5 4 3 2
1 1 1 2 2 1 11 1

1 1 1 2 2 1 1
                  
              

x x x x x
f (x)

x x x x x

4 3 2

4 3 2
5 4 6 4 1 1

5 4 6 4 1 1
        
      

xي تنها باید در نقطه 1 هجداگانه مشتق را بررسی کنیم ک :f ( ) f ( )1 1      

x

x x
f (x)

x x

x x2

1
1 1

2 2 1 2
2 2


       
  









*
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fمشتق تابع ): 7(تست (x) | x | | x | | x |1 99      ي نقطهدرx
9
2  84–آزاد (چقدر است؟(

1 (902 (903 (1004 (100

xدر همسایگی   :حل
9
2   هاي ، علامت عبارتx ،x 1 ،x 2 ،x 3 وx 4 منفی است، ولی علامت عباراتx 5 ،x 6 ،… و

x 99پس. مثبت است:
f (x) x (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x )1 2 3 4 5 6 99                

f.درست است)1(يگزینهبنابراین  (x) f ( )
ــار ب ــار ب

                  
5 95

91 1 1 1 1 1 1 1 5 95 90 902 

yي مشتق تابع اندازه): 8(تست | x | | x x |2 2  ينقطهدرx 1 چقدر است؟
1(52 (53 (34 (3

xي  نقطه :حل 1  ي  ریشهx x2 2    پس . شودنیست و مقدار عبارت به ازاي آن مثبت میx x2 2 در همسایگیx 1   مثبت اسـت و
xدر همسایگی همچنین. توانیم علامت قدرمطلق آن را حذف کنیممی 1 به وضوح داریم :| x | x  .پس:

xy.درست است)2(ي بنابراین گزینه x x x x x y x y12 22 3 2 3 2 3 5               

.آوریددستبهمشتق توابع زیر را ): 14(يمسأله
f) فال (x) | x | | x |1 2   ب (f (x) sin | x |پ (f (x) sin x | sin x |  

: کنیمرا ساده میfي ها ضابطهها و حذف آنقدرمطلقي با تعیین محدوده)الف: حل
x x x x x x

f (x) x x x x f (x) x

x x x x x x

1 2 1 2 3 1 2 1
1 2 2 1 1 2 1 2 1
1 2 2 2 3 2 2 2

           
                       
                



xدر نقاط  1  وx 2 پذیر نیستبه وضوح تابع مشتق.
: با تعیین محدوده داریم)ب

sin x x cos x x
f (x) f (x)

sin x x cos x x

         

 

 

xتابع در   پذیر نیستمشتق) .f ( ) 1   وf ( ) 1 (
yتابع   )پ sin x   هاي  در فاصلهn x ( n )2 2 1         هاي  مثبت و در فاصله( n ) x ( n )2 1 2 2          منفی است(n Z)

xهاي آن در نقاط و ریشه nپس. دهدرخ می :
sin x x ( n, n )

sin x cos x sin x x ( n, n )
f (x) x n f (x)

sin x cos x sin x x ( n , n )
sin x x ( n , n )

2

2

2 2 1 2 2 2 2 1
2 2 2 1 2 2

2 1 2 2

   
                      
    



xدر نقاط    n     آیـد، یعنـی   مـی  دسـت بـه ي دیگـر    هـا و مـشتق چـپ از ضـابطه         یکی از ضـابطه   ، مشتق راست از :f (n) f (n)    )  زیـرا
sin n2     برايn Z .(     پس تابع در نقاطx n  ي  هاي ضـابطه  توانیم فاصله پذیر است و می   نیز مشتقf     هـاي بـاز،   را بـه جـاي فاصـله

.هاي بسته بگذاریمفاصله

صحیحجزءمشتق در توابع شامل 
سـپس  را حـذف کنـیم،   صـحیح جـزء ي مناسب، بهتر است    یعنی در محدوده  . نیز مانند مشتق در توابع شامل قدرمطلق است        صحیحجزءمشتق در توابع شامل     

.مشتق بگیریم


*
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fمشتق تابع ): 15(يمسأله (x) [x]sin x2  آوریددستبهرا.
nي  در فاصله  :حل x n 1  )  کهn Z( داریم:[x] n،   بنابراینf (x) n sin x2 .   یعنی[x]       به صورت یک ضریب عددي ثابـت

: داریم. شودر مشتق آن تکرار میشود که عیناً ددر تابع ظاهر می
n [x]f (x) n sin x cos x ( ) n sin x f (x) [x]sin x2 2 2             

xدر نقاط    n Z    مقدار ،sin x   ق راست تـابع  ي مشتبراي محاسبههمچنین، )چرا؟(شود، پس تابع پیوسته است   برابر صفر میf درx n ،
nsinباید از  x2 بگیریم و براي مشتق چپ آن از مشتق(n )sin x21  .شوند، در نتیجهکه هر دو مشتق برابر صفر می:

f (n) (n Z)  

fي اول به صورت توان آن را با نتیجهکه می (x) [x]sin x2   ) براي هرx R (ترکیب کرد.

yمقدار مشتق تابع ): 9(تست x x[ x]3 3
2  ي در نقطهx 2چقدر است؟

1 (122 (113 (134 (10

xي  قطهدر ن  :حل 2   داریم ،[ x] [ ]
3 1 12 2       چون به ازاي ،x 2    عددي صحیح نیست، در یـک همـسایگی         صحیحجزءعبارت داخل

x 2 در نتیجهاست،-1برابر صحیحجزء، مقدار:xy x x y x y23 23 1 3 4 1 11          
.درست است) 2(ي بنابراین گزینه

مشتق تابع وارون
fفرض کنید . ي مشتق تابع وارون استدست آورد، درباره توان به اي می ي زنجیره یکی از نتایجی که از قاعده      (a) b وfپذیر باشـد ی وارونتابع .

fاز   (a) b  گیریم  نتیجه میf (b) a 1 .  گیري از   حال براي مشتقf 1  ي  ، از رابطهf (f (x)) x 1  ي طبـق قاعـده  . کنـیم اسـتفاده مـی
: اي داریمزنجیره

(f ) (f (x)) f (x) (x) (f ) (f (x)) f (x)         1 1 1
x a

f (a) b
(f ) (b) f (a) (f ) (b)

f (a)
 


       

1 1 11

مشتق تابع وارون: قضیه
xي در همسایگی نقطهfاگر تابع  aپذیر باشد و و مشتقپذیر وارونf (a) bگاه با فرض ، آنf (a)  داریم :

(f ) (b)
f (a)

   
1 1

.دست آوریدمقدار خواسته شده را بهدر هر حالت،): 16(يمسأله

f) الف (x) x x 3 2 ،(f ) ( ) ?  1 x) ب3 x
f (x)

x x
    

3 2 1
2 4 1 ،(f ) ( ) ?  1 7

fاي را بیابیم که     باید نقطه  )الف :حل (x)  fواضح است که    . 3 ( ) 1 f): ي قبـل داریـم    طبق قضیه ، بنابراین   3 ) ( )
f ( )

   
1 13 از طرفـی   . 1

fچون  (x) x
x

  2 f، پس 13 ( ) 1 f):، بنابراین4 ) ( )  1 13 4
fاي را بیابیم که باید نقطه)ب (x)  : داریم. 7

x x   3 2 7 3
fپس  ( ) 3 f)، درنتیجه 7 ) ( )

f ( )
   
1 17 fاز طرفی به وضوح . 3 ( ) 3 f)، بنابراین 3 ) ( )  1 17 3.




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مشتق توابع وارون مثلثاتی
sin)خـواهیم   فـرض کنیـد مـی     . توانیم مـشتق توابـع وارون مثلثـاتی را پیـدا کنـیم            ون می ي مشتق تابع وار   با استفاده از قضیه    ) (a) 1   را بیـابیم .
x [ , ]   2 2گیریم که را درنظر میsin x a.طبق قضیه داریم :

(sin ) (a)
sin (x ) cos x

   
1 1 1

 

xاز طرفی چون  [ , ]   2 2 وsin x a گیریممی، نتیجه :cos x a  21بنابراین ،:(sin ) (a)
a

  


1
2

1
1

مشتق توابع وارون مثلثاتی: قضیه
yمشتق تابع -1 sin x y: برابر است با1

x
 

 2
1

1
x ( , ) 1 1

yمشتق تابع -2 cos x y: برابر است با1
x

  
 2
1

1
x ( , ) 1 1

yمشتق تابع -3 tan x y: برابر است با1
x

 
 2
1

1
yمشتق تابع -4 cot x y: برابر است با1

x
  

 2
1

1

. کنیمهاي دیگر را به خودتان واگذار میاثبات رابطه. ایمي اول را ثابت کردهرابطه

sinبا استفاده از مشتق، اتحاد ): 17(يمسأله x cos x   1 1
.را ثابت کنید2

fتابع  :حـل  (x) sin x cos x  1 ]ي این تـابع در فاصـله  . ریمگیرا درنظر می1 , ]1 )ي از طرفـی در فاصـله  . پیوسـته اسـت  1 , )1 ، بـا  1
: داریمfگیري از مشتق

f (x)
x x

   
 2 2
1 1

1 1


حـال بـا توجـه بـه آن کـه          . ثابـت اسـت   تـابعی    fگیـریم   دانیم فقط مشتق تابع ثابـت برابـر صـفر اسـت، بنـابراین از تـساوي بـالا نتیجـه مـی                      می
f ( ) sin ( ) cos ( )       1 1

2 2          پس مقدار ثابت تابع برابر ،
xبه این ترتیب براي هر      . است 2  1 f: داریـم  1 (x)  2

xي مرزي براي دو نقطه  1شودراحتی درستی اتحاد اثبات مینیز به .

.دست آوریدمشتق توابع زیر را به): 18(يمسأله

xf) الف (x) tan ( )
x




1
2

2
1

f) ب (x) sin(tan (tan x)) 1

: اي داریمي زنجیرهبا استفاده از قاعده)الف:حل
( x ) ( x ) x( x) ( x )x xf (x) ( )

x x ( x ) x ( x ) x x ( x ) x( )
x

           
       



2 2 2 22
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 22

2

1 2 1 2 2 2 11 2 2 2 2
2 1 1 4 1 1 2 1 11

1
: اریماي دي زنجیرهي متوالی از قاعدهبا استفاده)ب

f (x) cos(tan (tan x)) ( tan x) cos(tan (tan x))
tan x

      


1 2 1
2

1 1
1




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fو fخواص متقابل 
fو fهاي متقابل ي ویژگیدرباره کنیمها بسنده میاً مهم از آني نسبتتوان ثابت کرد که در این جا ما به ذکر دو نکتهاحکامی را می.

زوج و فرد بودن-1

fگاه زوج باشد، آنfتابع اگر : نکته  فرد است و اگرfگاه فرد باشد، آنf زوج است.

f: زوج باشد، داریم   fاگر   :اثبات ( x) f (x)  .      از دو طرف نسبت بهx  اگـر قـرار دهـیم       . گیریممشتق میg(x) f ( x)     ي ، طبـق قاعـده
g: اي داریمزنجیره (x) f ( x) ( ) f ( x)1         . از طرفی چونg(x) f ( x) f (x)  داریم ، :g (x) f (x) بنابراین ،:

f ( x) f (x) f ( x) f (x)         
fدهد که تابع    این شرط نشان می       با توجه به این که نمودار       . ي آن نسبت به صفر متقارن است      تنها باید ثابت کنیم دامنه    . ، تابعی فرد استf  نسبت

ل رسـم بـر نمـودار تـابع در آن نقطـه           ها قرار داشته باشد و مماسی قاب      اي سمت راست محور عرض    ، اگر نقطه  )چرا؟(ها متقارن است    به محور عرض  
xدر fپس اگر . ي آن نیز چنین مماسی قابل رسم استموجود باشد، در قرینه x پذیر باشد، در مشتقx x  پذیر استنیز مشتق.

fي  بنابراین دامنه      رو نگـاه کنیـد کـه       براي درك بهتـر بـه شـکل روبـه         . ن است نسبت به صفر متقار
xو   xدو خط که در نقاط      . ها است  yاي از یک تابع زوج با نمودار متقارن نسبت به محور            نمونه 

.اند، به وضوح شیبی قرینه دارندبر نمودار مماس شده

fتوان ثابت کرد فرد باشد، میfبه همین ترتیب اگر زیرا. زوج است:
g(x) f ( x) g (x) f ( x) ( )

f (x) f ( x) f ( x) f (x)
f ( x) f (x) g(x) f (x) g (x) f (x)

1                             
fپس تابع  سعی کنید این نتیجه را با نمودار . زوج استfنیز توجیه کنید.

xاگر ): 19(يمسأله cos x
f (x)

x

8
4

1386
2

 



f، مقدار  ( ) را بیابید.

xزوج است و در      fتابع   :حل   ي دانیم اگر تابع فردي در نقطهمی. ، پس مشتق آن فرد است  )چرا؟(پذیر است   مشتقx    ،مقدار داشته باشـد
f: پس،حتماً مقدار آن صفر است ( )  

fاي درست است؟ یعنی اگر ي اخیر نیز، گزاره  آیا عکس نکته  :پرسش گاه فرد باشد، آنf زوج است؟ یا اگرf   ًزوج باشد، لزومـاf

فرد است؟
fاگر :پاسخ    ي  زوج باشد، دربارهf مثلاً .توان حکمی صادر کرد نمیf (x) x x3 1   ولی است و نه فرد، ، نه زوجf (x) x23 1   تابعی زوج
.است

fاما اگر   ًفرد باشد، قطعاf که البته به شرط آن(زوج استf درRزیرا). پذیر باشدمشتق:
f ( x) f (x) f ( x) f (x)

f (x) g (x) (f g) (x)
g(x) f ( x) g (x) f ( x) f ( x) g (x)

                               


 

cیعنی عدد ثابت . صفر باشد، آن تابع قطعاً یک تابع ثابت استRپذیر در تابع مشتقاگر مشتق یک  Rوجود دارد که:
f (x) g(x) c f ( x) f (x) c     

xي فوق براي هر رابطه R برقرار است، اگر قرار دهیمx  گیریمنتیجه می:
fزوجf ( ) f ( ) c c f ( x) f (x)         

x x
x

y


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تناوب-2
fگاه متناوب باشد، آنfاگر تابع : نکته نیز متناوب است.

شـود، پـس از نظـر    ي تناوب آن عیناً تکرار مـی هاي دورهمتناوب است، رفتار آن در فاصله     fچون تابع   . ي فوق بسیار واضح است    درك شهودي نکته  
fخطوط مماس بر منحنی نیز عیناً رفتاري مشابه خواهد داشت و               تر فـرض کنیـد   براي اثبات دقیق. شودنیز متناوب میTي تنـاوب  دورهf  ،باشـد

f: گاه آن (x T) f (x)  و از دو طرف نسبت بهxگیریممشتق می:
f (x T) (x T) f (x) f (x T) f (x) f (x T) f (x)1                

fس پ نیز متناوب است.

fآیا عکس این نکته نیز برقرار است؟ یعنی اگر :پرسش  ،متناوب باشدfنیز متناوب است؟
fمثلاً تابع . خیر:پاسخ (x) x cos x  تابعی متناوب نیست، ولی مشتق آنf (x) sin x1  2ي تناوب تابعی متناوب با دورهاست.

کاربردهایی از مشتق
هاي قبل در کنکـور و  کنیم که شاید مانند مثالي نمونه حل می در انتهاي این بخش چند مسأله     . بحث تابع مشتق و خواص آن به پایان رسیده است         

!کنند و علاوه بر آن مسائلی جالب و زیبا هستندتر میاي مشابه آن، اهمیت نداشته باشند، ولی درك شما را از مفهوم مشتق کاملهآزمون
ت ها بیابند، با معادلااي صریح براي آندر ریاضیات عالی، بسیاري از توابع را پیش از آن که ضابطه . گوییمابتدا از کاربرد مشتق در معادلات تابعی می       

!یکی از این خواص، طبیعتاً مشتق تابع است. کنندها را کشف میکنند و بعضی از خواص آنتابعی توصیف می

fي در معادلهyو  xبراي تمام مقادیر حقیقی و مثبت        fپذیر  تابع مشتق ) الف): 20(يمسأله (xy) f (x) f (y)  کنـد صدق مـی .

f: ثابت کنید (x) f ( )
x

1 1 

fي در معادلهyو xبراي تمام مقادیر حقیقی fپذیر ابع مشتقت) ب (x y) f (x)f (y) ثابت کنید. کندصدق می :f (x) f ( ).f (x)  

xي تابعی قرار دهیم اگر در معادله)الف: حل y 1  ،آوریممیدستبه:
f ( ) f ( ) f ( )1 2 1 1   

:کنیمآوردن مشتق تابع از تعریف آن استفاده میدستبهبراي اکنون

h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

  


xي تابعی استفاده کنیم، که حد فوق را بتوانیم ساده کنیم، و به نوعی از معادله           براي آن  hنویسیم که را به صورت ضرب دو عدد میf (x h)

:ي تابعی مربوط شودبه معادله
h h h h

x h x( ) f (x h) f (x( )) f (x) f ( ) f (x h) f (x) f ( )
x x x x

1 1 1 1              

f ( )

h h h

h h
f ( ) f ( ) f ( )f (x h) f (x) x xf (x) lim lim lim

h h h
11 1 1


  

      
  

t t

h f ( t) f ( ) f ( t) f ( )
t f (x) lim lim f ( )

x tx x t x

1 1 1 1 1 1 1
 

         
 



، تـابع  )گوینـد ي دوم کوشـی مـی  کـه در ریاضـیات بـه آن معادلـه    (کننـد   صـدق مـی   ) الـف (ي قـسمت    اي از توابعی که در معادله     نمونه :یادداشت
f (x) log xاست.

xي تابعی قرار دهیم اگر در معادله)ب y  گیریم، نتیجه می:
f ( ) 1 یاf ( ) (f ( )) f ( )2     

*
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fاگر   ( )       با قرار دادن ،y    ي تابع داریم  در معادله :f (x) f (x)f ( )  ،   در نتیجه تابعf،          یک تابع ثابت با مقدار صـفر اسـت کـه در
fدر حالت دیگر، یعنی . کندحکم سؤال به وضوح صدق می ( ) 1گیریم، نتیجه می:

h h h

f (x h) f (x) f (x)f (h) f (x) f (x)(f (h) )
f (x) lim lim lim

h h h

1
  

      
  

h h

f (h) f (h) f ( )
f (x) lim f (x) lim f (x)f ( )

h h

1
 

    
 




xf، توابع نمایی هستند، مثلاً )گویندي سوم کوشی میکه به آن معادله(کنند در این معادله صدق میاي از توابعی کهنمونه:یادداشت (x) 2.

:نیز ثابت کردبعضی از اتحادها را توان با استفاده از مشتق می

sin(xبا استفاده از اتحاد ): 21(يمسأله a) sin x cosa cos x sin a   اتحاد مشابه براي ،cos(x a)را ثابت کنید.
.کنیمپارامتر است و با آن مثل یک عدد ثابت برخورد میaدقت کنید که . گیریممشتق میxاز دو طرف اتحاد فوق نسبت به :حل

g(x) sin(x a) g (x) cos(x a) cos(x a)1       

g(x) sin x cosa cos x sin a g (x) cos x cosa sin x sin a    
cos(xي دو تساوي فوق، اتحاد مقایسه a) cos x cosa sin x sin a  دهدرا نتیجه می.

:ابتدا ثابت کنید  ): 22(يمسأله
n

n x
x x x

x

12 11 1
 

    


        و با استفاده از آن حاصلnx x nx2 11 2 3    را

.آوریددستبه
.بگیریدمشتقxحال از دو طرف تساوي نسبت به . شوداثبات اتحاد اول که به راحتی با اتحاد چاق و لاغر انجام می:حل

n nf (x) x x x f (x) x x nx2 2 11 1 2 3              

n n n n nx (n )x (x ) (x ) nx (n )x
f (x) f (x)

x (x ) (x )

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1

            
  

.کندبرابري دو تساوي بالا، پاسخ سؤال را حاصل می

6-1هاي بخش تمرین

.آوریددستبهیک از توابع زیر را مشتق هر-1

f) الف (x)
x2

1
4




x) ب
f (x) ( )421 3


 پ (f (x)

x

1
2 3 4


 

f) ت (x) sin(sin(sin x))ث (f (x) sin xج (f (x) sin (x x )3 3 2 

f) چ (x) ( x ) (x x )   5 3 42 1 f) ح1 (x) cos(sin x) 2

fپذیر باشد، مشتق هریک از توابع زیر را بر حسب مشتقRبر fاگر -2 بیان کنید.
y) فال f ( x x )25 ب (y f ( f ( f (x)))2 3پ (y f (sin x) f (cos x)2 2 

.آوریددستبهمشتق توابع زیر را -3

x) الف
f (x)

x

4
4

1
1





x) ب
f (x) cos ( )

x
3 1

1





x) پ x
f (x)

x x

2 2

2 2
1 1
1 1

  


  

f) ت (x) (x x ) sin(x x )2 5 2 53 1 3 1    ث (f (x) sin(cos x)cos(sin x)2 2







267»مشتق توابع«پنجم فصل 

nf) ج (x) sin x cos nxچ (xf (x)
x x


 2

4 6
3 4

tan) ح xf (x)
tan x




1
1

)) خ x )( x )
f (x)

( x)

 




2 3
2

2 3
1

f) د (x) tan x tan x tan x  3 51 1
3 5

f) ذ (x) sin(cos (tan x)) 2 3

h(x)اگر  . سترسم شده ا   gو   fرو نمودار توابع    در شکل روبه  -4 f (g(x))   وk(x) g(f (x))،
hحاصل  ( ) kو 1 ( ) . دست آوریدرا به2

xفرض کنید -5
d (f (x) f ( x) )

dx  12 xو 5
d (f (x) f ( x) )

dx  22 xحاصل . 7
d (f (x) f ( x) )

dx  .دست آوریدبهرا 14

. دست آوریددر هر حالت مقدار خواسته شده را به-6

x)) الف )(x )
f (x)

x

 




2 2

2
1 1

3
 ،f ( ) ? 1

f) ب (x) sin x cos x 8 ،f ( ) ?   ،f ( ) ? 2
f) پ (x) (x )(x ) [x ]   23 2 2 ،f ( ) ? 2 ،f ( ) ?  3

.را بیابیدbو aپذیر باشد، مقادیر مشتقRبر fاگر تابع -7
ax b x

f (x)
x

| x |

1
1 1

 
  

xاگر -8 [ ] x
f (x) x

x

  


2 1 

 
fگاه آن،  (x) و

x
lim f (x)





. دست آوریدرا به

. دست آوریدحاصل حد خواسته شده را بهدر هر حالت،-9

f) الف (x) x x    22 24 2 ،
h

f ( h) f ( )
lim

h

 4 4


x) ب x
f (x)

x x

 
 

 
2

3 1 1
3 1 ،

h

f ( h ) f ( )
lim

h

 2
2

1 1


x) پ x x
f (x)

x x

   
 

2
3

3 1
3 1

 ،
h

f ( h ) f ( h )
lim

h

  2 2
2

1 2 1


.آوریددستبهمشتق توابع زیر را -10
f)الف (x) sin x | sin x | ب (f (x) tan x | sin x |

f) پ (x) | x | | x | | x |1 2 3     ت (f (x) | x x | | x |2 3 2   

.باشدT13ي تناوب تابع مشتق آن برابر مثال بزنید که دورهTي اصلی تناوب تابعی متناوب با دوره-11

y

8

g

f

x
4 8

*

*
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. دست آوریدار خواسته شده را بهدر هر حالت، مقد-12

f) الف (x) x x x   32 3 ،(f ) ( ) ?  1 30

x) ب x
f (x)

x x

   
  

2 1 


 ،(f ) ( ) ?  1 10 ،(f ) ( ) ?   1 5

. با استفاده از مشتق اتحادهاي زیر را ثابت کنید-13

cot) الف x tan x   1 1
sin) ب2 x cos ( x )  1 1 xبراي (21  1(

. دست آوریدمشتق توابع زیر را به-14

f) الف (x) tan (sin x) 1 xf) ب2 (x) cot ( )
x

 


21
2

1
2

cos) پ xf (x)
x




1

fي تابعی   در معادله  fپذیر  تابع مشتق ) الف-15 (x y) f (x) f (y)    ثابت کنید). گویندي اول کوشی میبه این معادله، معادله(کند صدق می :
f (x) f ( )  

fي تابعی   در معادله  yو   xي مقادیر   براي همه  fپذیر  تابع مشتق ) ب (xy) f (x)f (y)  ي چهارم کوشی   به این معادله، معادله   (کند  صدق می

xثابت کنید براي ). ندگویمی  داریم :f (x)
f (x) f ( )

x
1 

nfفـــرض کنیـــد  -16 (x) x x x    21  . تـــابعg(x) xf (x)را تـــشکیل دهیـــد و بـــا اســـتفاده از آن مجمـــوع
nS x x x n x    2 3 24 9 را بیابید.

)nبراي بسط را اي نیوتناتحاد دوجمله-17 x)1 با استفاده از آن مجموع زیر را حساب کنیددرنظر بگیرید و:
n n n n

S n
n

2 31 2 3
       

           
       



*

*

*

تهیه شده از منابع:
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