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 درس اول: معرفی گراف

)به معنای نمودار( گرفته شدد ه ا.ددیا رداندد  اناا .ددر گاز برا گراف را به .ددروا ش ره مرد  شدد ر      Graphی گراف از واژه

سته     ان ا ا بته ردان  اناا برجسته ددگری از جمله ش خ ب ادش، برای حل     رون گسبرگ )در رو. ه( بوده و اودلر  ا را حل ررد، دان

 ان ا.ازی با گراف ب ره گرفتهمسائل از م ل

ر ا       : گراف از مجموعه تعریف به هر  قاط )ره  ر ا     گود م( و مجموعه مش راسای از ن به هر  گود م( مش یال ای از خطوط )ره 

.یا هر دال ب ن دو راس قرار داردا در گراف      ش ه ا شک ل   ها را بای دال( و مجموعهVertex) 𝑉(𝐺)ها را با ی راسمجموعه Gت

𝐸(𝐺) (Edgeنشاا مش )ده ما 

 .ازی برای نشاا دادا رابطه ب ن اعضای دک مجموعه ا.یا** گراف دک روش م ل

  های نفر به نا  5 :1مثال𝑎 ،𝑏 ،𝑐، 𝑑 و𝑒 ان اهنگا  ملاقات با دک دگر، به صورت زدر با دک دگر د.ی داده 

𝑎  با𝑐  و𝑑 د.ی داده ا.یا 

𝑏  با𝑐  و𝑒  ا.یاد.ی داده 

𝑐  با𝑒 د.ی داده ا.یا 

𝑑  با𝑒 د.ی داده ا.یا 

 ی ادن ونع ی باش ادهن هگرافش ر.م رن   ره نشاا

گود ما در نمادش گراف ج ی دار با ا.ددتفاده از مش« دارگراف جهت»های  ا ج ی داشددته باشددن ،  : به گرافش ره دالتعریف

 اده مها را با زوج مرتب نشاا مشهای ردانش، دالنماد

 های گراف روبرو به صورت زدر ا.ی:ها و دالی راسبرای مثال مجموعه

 

 

 

 ن ا اها به هم متصلبرای ر.م نمودار دک گراف روش دکتادش وجود ن ارد و شکل گراف صرفاً باد  مشخص رن  ره ر ا  راس

 دهن امثلاً دو نمودار زدر، هر دو دک گراف را نمادش مش
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 ممکن ا.ددی ب ش از دک دال موجود باشدد  و هم ن ن دک دال ممکن ا.ددی دک راس را به خود   ا  ب ن هر دو راس گراف

 شوداگفته مش« طوقه»راس وصل رن  ره در ادن صورت به ادن دال 

 

 

 

 

      ، ن گود ما در ادمش« گراف ساده »به گرافش ره طوقه ن اشته باش  و ب ن هر دو راس  ا ح ارثر دک دال وجود داشته باش

 های .اده .ر و رار خواه م داشی و هرجا از گراف نا  ببردم، منظور گراف .اده ا.یال با گراففص

 

های ده ما به تع اد دالنشدداا مش Pی گراف گفته و  ا را با ، مرتبه𝐺های گراف به تع اد راس :ی گرافتعریف مرتبه و اندازه

  مادهنشاا مش qی گراف گفته و  ا را با ، ان ازه𝐺گراف 

ی  ا راس گفته و  ا را با   ان ، درجه  متصدددل vره به راس    𝐺های متصدددل به گراف   به تع اد دال    :گراف درجه راس تعریف 

𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑣)  داdeg⁡(𝑣)  شاا مش ده ما اگر درجه دک راس ع دی فرد باش ، به  ا راسِ فرد و اگر درجه زوج باش ، به  ا راس   ن

deg(𝑣)گود ما در صورتش ره  زوج مش =  ایزولهدا  راس تنها 𝑣باش  )دعنش راس موردنظر به راس ددگری متصل نباش ( به     0

 گود مامش

  ها را مشخص رن  ای راسها، مرتبه ، ان ازه و درجهی دالها، مجموعهی راسدر گراف مقابل، مجموعه :2مثال 

 

 

 

 

 چند تعریف مقدماتی در گراف

ساده( مش         : دو راس ره تدو راس مجاور شن  را مجاور )دا هم ش ه با صل  .ط دا ش به هم مت های نام ما مثلاً در گراف زدر راسو

  مجاور و گ ر مجاور عبارتن  از:
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𝑣: فرض رن م های یک راس  های همساااایه  مجموعه  ∈ 𝑉(𝐺)   هادش از گراف  ی راس، به مجموعه𝐺    ره به راس𝑣  متصدددل

همسددادگش » 𝑁𝐺(𝑣)به  𝑣ده ما انددافه ررداِ خود  راسِ نمادش مش 𝑁𝐺(𝑣)و با  گود ممش« 𝑣همسددادگش باز راس »هسددتن ، 

 تواا ادن دو مجموعه را به صورت زدر نشاا داد:ده ما مشنمادش مش 𝑁𝐺[𝑣]ده  ره  ا را با را به د.ی مش « 𝑣ی راس بسته

 

 

  در گراف مقابل داردم: :2مثال 

 

 

 

 

 

 

 رتش ره : در صونکته𝑁𝐺[𝑣] =  ادزو ه ا.یا 𝑣باش ، راس  ∅

نام م هرگاه را.ددش وجود داشددته باشدد  ره هر دو دال به  ا وصددل باشددن ا مثلاً در گراف زدر  : دو دال را مجاور مشمجاور یالدو 

  ن امجاور ن ست 𝑣3𝑣4و  𝑣1𝑣2های مجاورن ا و ش دال 𝑣2𝑣3و  𝑣1𝑣2های دال

 

 

 

های دک گراف را مارس مم درجه نام  ه و  ا را با نماد  تردن درجه در ب ن راس: بزرگترین درجه گرافترین و کوچکبزرگ

∆(𝐺) ن مم درجه نام  ه و با نماد تردن درجه را مشده ما به صورت مشابه، روچکنمادش مشδ(𝐺) ده مانمادش مش 

=∆مثال در گراف مقابل برای  δو  3 = 1 

 

 ن مم وجود داشته باش احوا.تاا باش  ممکن ا.ی چن  راس از درجه مارس مم دا مش 
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 همواره داردم نکته :∆≤ 𝑝 −  ا )چرا؟( 1

 

نام ما در واقع راسِ فول دارای درجه ی رئوس ددگر مجاور باشدد ، را راس فول )ر(ر( مش، را.ددش ره با همهp** در گراف از مرتبه 

p-1 ا.یا 

 رافش از مرتبه : اگر گنکتهp دارای ،k گاه راسِ فول باش   اδ ≥ kا 

  5های  ا راس نشاا ده   گرافش وجود ن ارد ره درجه :3مثال, 4, 3⁡, 2⁡,  باش ا 2

 

 

  6های  ا راس نشاا ده   گرافش وجود ن ارد ره درجه :4مثال, 6, 6⁡, 5⁡, 4, 3⁡,  باش ا 2

 

 

 فرض رن   گراف ها(ها با تعداد یال)ارتباط درجه راسنکته :𝐺 ی از مرتبه𝑝 ی و ان ازه𝑞 :باش ، در ادن صورت 

 

 

 

های فرد هر گراف ع دی زوج ا.یا : تع اد راسمهم نتیجه 

 :اثبات

 

 

 

 

 4و  3، 3، 2، 1های داشددته باشدد ا برای مثا ش ددگر گرافش با درجه 5راس درجه  3دا  1توان  دک راس درجه مثلاً دک گراف نمش

 وجود ن اردا

∑deg(𝑣𝑖)

𝑝

𝑖=1

= deg(𝑣1) + deg(𝑣2) + ⋯+ deg(𝑣𝑝)⏟                      
⁡مجموع⁡درجهها

= 2𝑞 
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  نفر د.ی   2ها هرر ا  دق قاً با نفر از  ا 6دهن ا ها با دک دگر د.ی مش هفی نفر در دک اتاق هستن  و برخش از  ا  :5مثال

 نفر د.ی داده باش ا 5توان  دق قاً با ان ا نشاا ده   نفر هفتم نمشداده

 

 

 

  33 یو ان ازه 10در دک گراف از مرتبه  :6مثال ،∆= δو  7 =  را به د.ی  ورد ا 7و  6های درجه ا.یا تع ا راس 6

 

 

 

  ا.یا دو گراف با ادن شرادط ر.م رن  ا 72برابر  5های گرافش از مرتبه حاصلضرب درجه :7مثال 

 

 

 

 

   ی ، دو راس از درجه  14ی و ان ازه  8ی گرافش از مرتبه  :8مثال∆= δجه  و دک راس از در  2، دک راس از درجه    5 = 1 

 دارد؟ 3داردا ادن گراف چن  راس درجه 
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 های منتظمگراف

های زدر برای نمونه گراف شددودا( نام  ه مش𝑝ی منتظم )از مرتبه-𝑟باشدد ، گراف  rهای  ا ی همه راس: گرافش ره درجهتعریف

 منتظم هستن : -3منتظم و  -2

 

 

 

 

 

 

 2ابرِ ها برگفت م در هر گراف، مجموع درجه: نکته𝑞 شودا حال در گراف مش𝑟- منتظم𝑝 :را.ش داردم 

 

 شوداها مشها، دو برابر تع اد دالهای منتظم نرب مرتبه در درجه راسدعنش در گراف

نتیجه :𝑝𝑟  همواره ع دی زوج ا.ی؛ رس𝑝  و𝑟 منتظم از مرتبه فرد ن اردم(ا-توانن  هر دو فرد باش  )دعنش گراف فردنمش 

  منتظم داردم -4در دک گراف  :9مثال𝑞 = 3𝑝 −  ی گراف را به د.ی  ورده و گراف را ر.م رن  اا مرتبه و ان ازه8

 

 

 

 

  ر.م رن  ا 8منتظم مرتبه -3دک گراف  :11مثال 
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 های کاملگراف

 ده مانشاا مش 𝐾𝑝دو راس  ا مجاور باشن  را گراف رامل نام  ه و با  هرره  𝑝ی : گرافش از مرتبهتعریف

 ها دال انافه رن ماتوان م به  ای خود دارن  و ددگر نمشها را در مرتبههای رامل ح ارثر تع اد دال** در واقع گراف

 را مشاه ه رن  : 5های رامل تا مرتبه در زدر گراف 

5 4 3 2 1 𝑝 

   
 نمودار  

10 6 3 1 0 𝑞 

 

 ی هر راس در گراف رامل درجه: نکته𝑝 ا.ش ر𝑝 − 𝑝، دک گراف 𝐾𝑝ا.یا دعنش گراف رامل  1 −  منتظم ا.یا 1

 ها در گراف رامل تع اد دال: نکته𝑝 :را.ش برابر ا.ی با 

مجموع⁡درجهها = (𝑝 − 1) + (𝑝 − 1) + ⋯+ (𝑝 − 1)⏟                    
⁡𝑝تا

= 2𝑞 ⇒ 𝑞 =
𝑝(𝑝 − 1)

2
 

  منتظم ا.ی؟ا.یا ادن گراف چن 00ی دک گراف رامل حاصلضرب مرتبه در ان ازه :11مثال   

 

 

  ی ادن گراف ر ا  ا.ی؟ا.یا ان ازه 45ی گراف راملش برابر مجموع مرتبه و ان ازه :(93)سراسری 12مثال 

1 )28                           2 )36                             3 )30                             4 )21  
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  ی در دک گراف رامل رابطه :13مثال𝑞 = 4∆ + 𝛿 ی گراف را ب .ی  ورد ابرقرار ا.یا مرتبه 

 

 

 مکمل گراف

های ی راسهای  ا هماا مجموعهی راسده م، گرافش ا.ی ره مجموعه نشاا مش  𝐺̅دا  𝐺𝑐ره  ا را با  𝐺: مکمل گراف تعریف

 ب ن  :ک گراف و مکمل  ا را مشمجاور نباشن ا برای مثال در شکل زدر د 𝐺مجاورن  اگر در  𝐺̅ا.ی و دو راس در  

 

 

 

 

 های اگر تع اد دال: 1نکته𝐺  و𝐺̅ شود؛ دعنشهای گراف رامل مشرا با هم جمع رن م، برابرِ تع اد دال 

𝑞(𝐺) + 𝑞(𝐺̅) =
𝑝(𝑝 − 1)

2
 

 مکمل گرافش : 2نکتهr- منتظم گرافش𝑟̅- منتظم بوده و𝑟 + 𝑟̅ = 𝑝 −  ا1

  گراف  :14مثال𝐺 هایهای راسمقابل ا.یا مجموع درجه به شکل 

 را 𝐺̅در گراف  𝑐و  𝑎را مشخص رن   و هم ن ن درجات رئوس  𝐺̅گراف 

  تع  ن رن  ا

 

 

 

  ی مکمل گرافش از مرتبه :15مثال𝑝  2)ره𝑝 −  را به د.ی  ورد ا 𝑝منتظم ا.یا  -2منتظم ا.ی، گرافش  -(7
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  های گراف تع اد دال :16مثال𝐺 های ع اد دالبا ت𝐺̅ ای دارد؟مان هچه باقش 4ی ادن گراف در تقس م بر برابر ا.یا مرتبه 

 

 

 

 زیرگراف

𝑉(𝐻)گود م هرگاه مش 𝐺را دک زدرگراف از  𝐻: گراف تعریف ⊆ 𝑉(𝐺)  و𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺)ا 

 رن  :و .ه زدرگراف از  ا را در زدر مشاه ه مش 𝐺برای مثال گراف  

 

 

 

 

 

 

 

 

  گراف  :17مثال𝑘6 چن  زدرگراف رامل دارد؟ 
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 مسیر در گراف

سیر  شن ا دک   𝐺دو راس از گراف  𝑣و  𝑢فرض رن م : تعریف م س ر از  با شکل از راس دنبا ه 𝐺در  𝑣به  𝑢م های دو به دو ای مت

مس ر هماا  هر دو راس متوا ش در ادن مس ر، مجاور هستن ا طول    شود به طوری ره ختم مش 𝑣به شروع و   𝑢متمادز ا.ی ره از  

 ها ا.یاهای طش ش ه ا.ی ره دکش رمتر از تع اد راس-تع اد دال

 هر راس به تن ادش، دک مس ر به طول صفر از خودش به خودش ا.یا :قرارداد

 ده مانمادش مش 𝑃𝑛را.ش تشک ل ش ه باش  با  𝑛** گرافش ره تن ا از دک مس ر 

 

 

  مس رهای از در گراف مقابل تما   :18مثالu  بهv  را نوشته و طول هر ر ا 

  مشخص رن  ارا 

 

 

 

 های همبندگراف

 گراف زدر:مانن   را همبن  گود م، هرگاه ب ن هر دو راس  ا ح اقل دک مس ر وجود داشته باش ا 𝐺گراف  :تعریف

 

 

 

 های زدر:نام ما مانن  گرافره همبن  نباش  را ناهمبن  مشفش گرا
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 اگر: 1نکته 𝑞 < 𝑝 −  باش ، گراف قطعا ناهمبن  ا.یا 1

 اگر: 2نکته 𝑞 > (
𝑝 − 1

2 =∆ر در گرافش گ، گراف قطعا همبن  ا.یا هم ن ن ا باش   ( 𝑝 − دعنش دک راس به ) باش   1

 گراف قطعا همبن  ا.یا (همه وصل باش 

 

 در گرافدور 

𝑚ای از دنبا ه   𝐺در گراف  𝑚دک دور به طول    :تعریف + راسِ اول  ا دو به دو   𝑚ای متوا ش مجاور بوده و  ه راس، ره راس  1

 دور ا ادن را بب ن   𝑣1𝑣2𝑣3𝑣4𝑣1ل زدر دور شکدر متمادز بوده و راس  خر هماا راس اول باش ا 

 ا.یا 4طولِ به 

 توان  باش امش 3، دورطول ح اقل ** 

 های طش ش ه ا.یا** طول دور هماا تع اد دال

 ده مانمادش مش 𝐶𝑛را.ش تشک ل ش ه باش  با  𝑛از دک دور گرافش را ره تن ا  :تعریف

 ب ن  امش قابلمرا در شکل  𝐶5مثال برای  

 

  گراف  :19مثال𝐾5  چن  زدرگراف به صورت𝐶3 دارد؟ 

 

 

 

 

  دارد؟ 3چن  دور به طول  7رامل از مرتبه  گراف :21مثال 
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  دارن ؟ 5ی مقابل چن  دور به طول هاگراف :21مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  را.ش ر.م رن   به طوری ره: 0دک گراف  :22مثال 

 

 

 

 

 

 


