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 شناخت معادله ی درجه دوم : فصل دوم
𝑎𝑥2ادله به شکل عهر م :معادله ی درجه ی دوم + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎اعدادی حقیقی و  cو  a ،bکه در آن  9 ≠ است یک  9

 معادله ی درجه ی دوم نامیده می شود.

 جمله ثابت نامیده می شوند.cجمله ی درجه ی اول و  bxجمله ی درجه ی دوم،  𝑎𝑥2در این معادله  

   5−مثال: در معادله ی𝑥2 + 4𝑥 − 7 =  می توان نوشت: 9

C= -yجمله ثابت = 

Bx=+4xجمله ی درجه ی اول = 

         𝑎𝑥2 = −5𝑥2جمله درجه ی دوم = 

یا  bهمگی مخالف صفر باشند، معادله ی درجه دوم را کامل می گوییم و اگر  cو  a ،b: در معادله ی درجه ی دوم اگر 1تذکر 

c .صفر باشند، معادله را ناقص می گوییم 

  2مثال: معادله ی𝑥2 − 𝑥 + 7 = 5𝑥2کامل می باشد ولی معادله های  9 − 1 = 19𝑥2 و 9 + 3𝑥 = ناقص   9

 می باشد. c=9نداریم، یعنی  xهستند، زیرا در معادله ی اولی جمله ی شامل 

: گاهی اوقات ممکن است در معادله ی درجه ی دوم، جای جملات با هم عوض شده باشد، در این گونه موارد باید 2تذکر 

𝑎𝑥2معادله را به فرم استاندارد یعنی  + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  تبدیل می کنیم. 9

 3−دارد شده ی معادله ی مثال: استان𝑥 + 4 − 2𝑥2 = 2𝑥2−به صورت  9 − 3𝑥 + 4 = می باشد یعنی  9

 همیشه ابتدا جمله ی درجه ی دوم، سپس جمله ی درجه ی اول و در نهایت جمله ی ثابت را می نویسیم.
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 حل معادله ی درجه ی دوم به روش تجزیه

 :در این روش از خاصیت عامل)فاکتور( صفر استفاده می کنیم

خواهد بود و بر عکس، اگر  b=9یا  a=9باشد، آن گاه  a.b=9اگر  bو  aخاصیت عامل )فاکتور( صفر: برای هر دو عدد حقیقی 

–a=9  یاb=9  باشد، آن گاهa.b=9 .خواهد بود 

را مساوی  بنابراین برای حل معادله ی درجه ی دوم به روش تجزیه، ابتدا تمامی جملات را به یک طرف معادله برده و معادله

صفر قرار می دهیم، سپس با استفاده از اتحاد های مزدوج و یا جمله ی مشترک و یا به کمک فاکتور گیری عبارت را به صورت 

 حاصل ضرب دو عبارت در میآوریم و هر کدام از این عبارت ها را مساوی صفر قرار می دهیم تا جواب های معادله به دست آید.

𝑥2معادله ی  :1مثال  + 𝑏𝑥 =  را به روش تجزیه حل کنید. 9

𝑥2 + 19𝑥 = 9
 از 𝑥 فاکتور می گیریم
→          𝑥(𝑥 + 19) = 9

خاصیت فاکتور صفر
→        {

𝑥 = 9          
𝑥 + 19 = 9 ⇒ {

𝑥 = 9     
𝑥 = −19  

 

𝑥2معادله ی : 2مثال  − 8𝑥 + 7 =  را به روش تجزیه حل کنید. 9

𝑥2برای حل معادله ی  − 8𝑥 + 7 = اتحاد جمله ی مشترک باید دو عدد پیدا کنیم که حاصل ضرب آن ها با استفاده از  9

 هستند پس: -7و  -1( شود. این دو عدد -8+( و حاصل جمع آن ها )7)

𝑥2 − 8𝑥 + 7 = 9
  استاد
→  (𝑥 − 1)(𝑥 − 7) = 9 ⇒ {

𝑥 − 1 = 9
𝑥 − 7 = 9 ⇒ {

𝑥 = 1
𝑥 = 7 
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  

  

 حل معادله ی درجه ی دوم با استفاده از خاصیت ریشه ی زوج

𝑎𝑥2دله ی درجه ی دوم اگر معا + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎𝑥2برابر صفر باشد، آن گاه معادله به صورت  bیعنی عدد  xضریب  9 +

𝑐 =  تبدیل خواهد شد. برای حل این معادله به طریق زیر عمل می کنیم: 9

𝑎𝑥2 + 𝑐 = 9 ⇒ 𝑎𝑥2 = −𝑐
تقسیم طرفین

𝑎 بر عدد
    𝑥2 = −

𝑐

𝑎
   

از طرفین

جذر می گیریم
  x = +√−

𝑐

𝑎
𝑥 یا  = −√−

𝑐

𝑎
  

باید مختلف  cو  aاین دو جواب در صورتی قابل قبول هستند که عبارت زیر رادیکال ها بزرگ تر یا مساوی صفر باشند. س 

 ینه دارد.مختلف العلامه باشند، این معادله دو ریشه ی قر cو  aالعلامه باشند تا زیر رادیکال منفی نشود. بنابراین اگر 

  :3مثال 

3𝑥2معادله ی  − 5 =  را با استفاده از خاصیت ریشه ی زوج حل کنید. 9

3𝑥2 − 5 = 9 ⇒ 3𝑥2 = 5 
تقسیم طرفین

بر عدد 3
    𝑥2 =

5

3
 

جذر گیری از

طرفین معادله
    𝑥 = ±√

5

3
 

  :پاسخ 

𝑥پس یک ریشه ی معادله  = +√
5

3
𝑥و ریشه ی دیگر   = −√

5

3
می باشد، ملاحظه می شود که ریشه ها دو عدد قرینه  

 هستند.

 

𝑎𝑥2نتیجه: در حل معادله ی درجه ی دوم  + 𝑐 = از خاصیت ریشه ی زوج استفاده می کنیم که به صورت زیر بیان می  9

 شود.

𝑥2 = 𝑘
(𝑘>9)
→   {𝑥 = +√𝑘

𝑥 = −√𝑘
 

  :4مثال 

7𝑥2−معادله ی  − 40 =  از خاصیت ریشه ی زوج حل کنید. را با استفاده 9

 

  :پاسخ 

−7𝑥240 = 9 ⇒ −7𝑥2 = 40
تقسیم طرفین

بر 7−
  𝑥2 =

40

−7
⇒ 𝑥2 = −7 

 معادله ی بالا جواب ندارد زیرا از یک عدد منفی نمی توان جذر گرفت.

 پ. حل معادله ی درجه ی دوم به روش مربع کامل کردن
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  

𝑥)جه ی دوم به شکل مربع کردن: یعنی نوشتن معادله ی در + ℎ)2  که در آنh  وk .اعداد حقیقی هستند 

 برای حل یک معادله ی درجه ی دوم به روش مربع کامل کردن مراحل زیر را انجام می دهیم:

 تقسیم می کنیم تا ضریب آن یک شود.  𝑥2ضریب داشته باشد دو طرف معادله را بر ضریب   𝑥2اگر .1

𝑥2معادله  را به شکل  .2 + 𝑏𝑥 = 𝑘  می نویسیم یعنی جمله ی ثابت را از جملات شاملx .جدا می  کنیم 

)عبارت  .3
𝑏

2
به توان دور را به طرفین تساوی فوق اضافه کرده تا به عبارت سمت چپ، مربع  xیعنی نصف ضریب  2(

 کامل شود.

تحاد های مربع مجموع دو جمله سه جمله ای سمت چگ تساوی را به صورت اتحاد های اول یا دوم می نویسیم.) ا .4

 ای و مربع تفاضل دو جمله ای(

 با استفاده از خاصیت ریشه ی زوج معادله را حل می کنیم. .5

  :5مثال 

𝑥2معادله ی  + 2𝑥 − 5 =  را به روش مربع کامل حل کنید. 9

  :پاسخ 

𝑥2 + 2𝑥 − 5 = 9
عدد ثابت را به

سمت راست می بریم.
𝑥2 + 2𝑥 = 5

22

4
 یعنی

𝑏2

4
طرفین را با 

 جمع می کنیم.
𝑥2 + 2𝑥 + 1 = 5+ 1 

سمت چپ

اتحاد اول است.
 (𝑥 + 1)2 = 4

از طرفین جذر

می گیریم.
  𝑥 + 1 = ±√4 ⇒ {𝑥 + 1 = √4 ⟶ 𝑥 = √4− 1      

𝑥 + 1 = −√4 ⟶ 𝑥 = −√4− 1
 

 

 

𝑎)برای حل معادله ی  ≠ 9)𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = =∆( را از رابطه ی  ∆یعنی دلتا )  در حالت کلی، ابتدا مبین معادله 9

𝑏2 − 4𝑎𝑐  :به دست می آوریم. سپس حالات زیر را خواهیم داشت 

 باشد، معادله دو ریشه ی حقیقی و متمایز دارد که از روابط زیر به دست می آیند:  ∆  >9الف( اگر 

(𝑥1 =
−𝑏 + √∆

2𝑎
, 𝑥2 =

−𝑏 − √∆

2𝑎

هب طور خلاصه می توان نوشت.
→               𝑥1, 𝑥2 =

−𝑏 ± √∆

2𝑎
 

باشد، معادله دارای دو ریشه ی مساوی می باشد، به عبارت دیگر معادله دارای ریشه ی مضاعف خواهد بود که این  ∆=9ب( اگر 

𝑥1ریشه از رابطه ی  = 𝑥2 = −
𝑏

2𝑎
 به دست می اید. 

 .باشد، معادله ی درجه ی دوم ریشه ی حقیقی ندارد ∆ <9ج( اگر 
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  

  :4مثال 

 معادلات یر را به روش دلتا حل کنید.

𝑥2الف( + 14 = 8𝑥          )2ب𝑥2 + 𝑥 − 19 =   x(2x+1)=-3ج(          9

 

 )پاسخ: الف 

 𝑥2 + 14 = 8𝑥
معادله را استاندارد

 می کنیم.
  1𝑥2 − 8𝑥 + 14 = 9 → ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−8)2 −

4(1)(14) = 44 − 44 = 9 

    c b a 

 رابر صفر شده لذا معادله ریشه ی مضاعف دارد که برابر است با:چون دلتا ب

𝑥 =
−𝑏

2𝑎
=
−(−8)

2(1)
= 4 

2𝑥2 ب( + 1𝑥 − 19 = 9 → ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 12 − 4(2)(−19) = 1+ 89 = 81                                                                                                                                

c          b            a 

 ریشه ی متمایز دارد: 2دلتا برابر با عددی مثبت شده است لذا معادله 

x= 
−𝑏±√∆

2𝑎
=
−1±√81

2(2)
=
−1±0

4
                  

𝑥´ =
−1±0

4
= 2

𝑥 ̋
−1−0

4
=
−5

2

 

 ج(

 𝑥(2𝑥 + 1) = −3
معادله را استاندار

. نیمک می 
 2𝑥2 + 1𝑥 + 3 = 9 ⇒△= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 12 − 4(2)(3) = 1− 24 =

−23 

 c b a 

 چون دلتا برابر با عددی منفی شده است، لذا معادله ریشه ی حقیقی ندارد.
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 2روابط بین ضرایب و ریشه های معادله ی درجه 

𝑎𝑥2اگر ریشه های معادله ی  + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  𝑥2و  𝑥1و حاصل ضرب  Sرا به  𝑥2و  𝑥1ه مجموع بنامیم، آن گا 𝑥2و 𝑥1را  9

 نشان داده و خواهیم داشت: pرا با 

{
𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 =

−𝑏

𝑎
:                                   مجموع ریشه ها

𝑃 = 𝑥1, 𝑥2 =
𝑐

𝑎
∶                                حاصل ضرب ریشه ها

 

  : 7مثال 

5𝑥2معادله ی  در − 4𝑥 − 7 =  موارد زیر را محاسبه کنید: 9

𝑥1الف(   + 𝑥2                             )ب𝑥1, 𝑥2                          )ج
1

𝑥1
+

1

𝑥2
   

𝑥1الف( + 𝑥2 = 𝑠 =
−𝑏

𝑎
⇒ 𝑠 =

4

5
                                                                               

𝑥1 ب( + 𝑥2 = 𝑝 =
𝑐

𝑎
⇒ 𝑝 =

−7

5
                                                                                

ج(
1

𝑥1
+

1

𝑥2

مخرج مشترک می گیریم
→           

𝑥1+𝑥2

𝑥1𝑥2
=
𝑠

𝑝
=

4
5
−7
5

=
−4

7
                                                        

 

 برای حل این گونه معادلات مراحل زیر را طی می کنیم:

عدد عبارتی را پیدا می کنیم که بر تمام مخرج های دو طرف معادله بخش پذیر باشد، یعنی کوچک ترین مضرب  (1

 مشترک )ک.م.م( مخرج ها را به دست می آوریم.

 در ک.م.م مخرج ها ضرب می کنیم تا مخرج ها حذف شوند.دو طرف معادله را  (2

مجهول ها را به یک طرف تساوی و معلوم ها را به طرف دیگر تساوی منتقل کرده و معادله ی حاصل را حل می کنیم  (3

 که مخرج ها را صفر نکند. هر کدام از جواب ها که مخرجی را صفر کند، غیر قابل قبول است.
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  

  

  :8مثال 

ی  جواب معادله
2𝑥2+4

𝑥+1
= 2𝑥 .را به دست آورید 

   :پاسخ: در این مساله، بهتر است به جای ک.م.م گرفتن از مخرج ها، طرفین وسطین کنیم 

2𝑥2 + 4
𝑥 + 1

=
2𝑥
1

طرفین وسطین می کنیم
→           2𝑥(𝑥 + 1) = 2𝑥2 + 4 ⇒ 2𝑥2 + 2𝑥 = 2𝑥2 + 4 

⇒ 2𝑥2 + 2𝑥 − 2𝑥2 = 4 ⇒ 2𝑥 = 4 ⇒ 𝑥 =
4

2
= 2 

 قابل قبول است، زیرا مخرج کسر را صفر نمی کند. x=2جواب 

 

  :9مثال 

 ل کنید.معادله ی مقابل را ح

𝑥 − 3
𝑥 + 3

−
𝑥

𝑥 − 3
=

18
𝑥2 − 0

 

  پاسخ: می دانیم𝑥2 − -x)تبدیل می شود، پس ک.م.م مخرج ها برابر  (x+3)(x-3)طبق اتحاد مزدوج به صورت  0

3)(x+3)  جملات را در ک.م.م ضرب می کنیم:می باشد. حال تمام 

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) [
𝑥−3

𝑥+3
−

𝑥

𝑥−3
] =

18

(𝑥−3)(𝑥+3)
× (𝑥 − 3)(𝑥 + 3) 

⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 + 3) (
𝑥−3

𝑥+3
) − (𝑥 − 3)(𝑥 + 3) (

𝑥

𝑥−3
) = 18 

⇒ 𝑥 − 3)2⏟    − (𝑥 + 3)𝑥 = 18 ⇒ 𝑥2 − 4𝑥 + 0− 𝑥2 − 3𝑥 = 18 ⇒ −0𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 =
0

−0
= −1 

 اتحاد                                                                                                              

 جواب قابل قبول است. زیرا، هیچ یک از مخرج ها را صفر نمی کند.

 

 معادلات رادیکالی) اصم، گنگ(

ی )اصم یا گنگ( نامیده می شود. برای حل این گونه در زیر رادیکال باشد، آن معادله رادیکال xاگر در یک معادله، مجهولی مانند 

معادلات یک عبارت رادیکالی را در یک طرف تساوی نگه داشته و بقیه ی عبرت ها را به طرف دیگر منتقل می کنیم و طرفین 

رساندن را تساوی را به توان فرجه ی رادیکال می رسانیم تا رادیکال حذف شود. البته گاهی اوقات لازم است عمل به توان 

 چندین بار انجام دهیم.
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  

تذکر: اگر فرجه ی رادیکال زوج باشد، جواب یا جواب های به دست آمده را حتما باید در معادله ی اصلی )اولیه( امتحان کنیم. 

 اگر در این معادله صدق کند و عبارت زیر رادیکال به ازای جواب به دست آمده منفی نشود، قابل قبول خواهد بود.

  :10مثال 

 معادلات زیر را در صورت امکان حل کنید.

𝑥√الف(  + 5+ 3 = −4√ ب(    4 𝑥 = −12  

 

 :پاسخ: برای حل قسمت )الف( خواهیم داشت 

√𝑥 + 5+ 3 = 4 ⇒ √𝑥 + 5 = 4 − 3 ⇒ √𝑥 + 5 = 3 
طرفین معادله را به توان 2

(درجه ی رادیکال) می رسانیم.
 x + 5 = 0 ⇒ x = 4 

( پس جواب 4=4یه ) اصلی( قرار دهیم طرفین معادله با هم مساوی می شوند. )را معادله ی اول x=4اگر جواب یعنی عدد 

 قابل قبول می باشد.

معادله ی قسمت )ب( ریشه ی حقیقی ندارد زیرا طرف چپ تساوی، رادیکالی با فرجه ی زوج داریم که جواب آن همواره 

م. به عبارت دیگر جواب یک رادیکال با فرجه ( داری|12-بزرگ تر یا مساوی صفر است ولی طرف راست تساوی عددی منفی )

 ی زوج، هیچ گاه نمی تواند با عددی منفی مساوی شود، پس معادله جواب ندارد.

 

 کار برد های معادله ی درجه دوم

ر حل بسیاری از مسائل روزمره یا پدیده های طبیعی می توان یک معادله ی درجه ی دوم تشکیل داد و مسائل را حل کرد. د

ای این کار اولین مرحله انتخاب مجهول یا مجهولات مسئله و مرحله ی بعدی ایجاد ارتباط بین معلومات مسئله و مجهولات بر

 و تشکیل معادله است.

  :11مثال 

متر مربع و طول زمین سه برابر عرض آن است. اندازه ی طول و عرض این زمین  48مساحت یک زمین مستطیل شکل برابر 

 را پیدا کنید.

 :حل

 :مخواهد بود. حال با توجه به فرمول مساحت مستطیل میتوانیم بنویسی 3xدر نظر بگیریم، طول آن  xاگر عرض مستطیل را 
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طول عرض× = مساحت مستطیل ⇒ (3𝑥) × (𝑥) = 48 ⇒ 3𝑥2 = 48 ⇒ 𝑥2 =
48
3
= 14 ⇒ 𝑥 = ±√14

⇒ {
𝑥 = +4
𝑥 = −4

  

 

x= -4 باشد. پس: قابل قبول نیست، چون عرض مستطیل نمی توانند عدد منفی 

:عرض 𝑥 = 4 ⇒ 3𝑥 = 3 × 4 =  طول   12

 

  نسبت طلایی: اگر طول یک مستطیل راL  و عرض آن راW   درنظر بگیریم و در رابطه
𝑊

𝐿
=

𝐿

𝑊+𝐿
صدق کند این  

 نسبت را نسبت طلایی می گوییم.

 است. نکته: ار از یک مستطیل طلایی، یک مرع جدا کنیم، مستطیل باقی مانده نیز یک مستطیل طلایی 

  :12مثال 

متر باشد طول و  29زمینی به شکل مستطیل داریم که طول و عرض آن با نسبت طلایی متناسب است. اگر محیط زمین 

 عرض آن چقدر است؟

 

 حل:

2 × +عرض) (طول = محیط مستطیل ⇒ 2(𝑊 + 𝐿) = 29 ⇒ 𝑊 + 𝐿 = 19 ⇒ 𝑊 = 19− 𝐿 

حال در نسبت طلایی 
𝑊

𝐿
=

𝐿

𝑊+𝐿
 می گذاریم: W ،19-Lبه جای   

19−𝐿

𝐿
=

𝐿

19

طرفین  وسطین

می کنیم
 𝐿 × 𝐿 = 19 × (19− 𝐿) ⇒ 𝐿2 = 199− 19𝐿 ⇒ 𝐿2 + 19𝐿 − 199 = 9 

𝑎 = 1 , 𝑏 = 19 , 𝑐 = 199 ⇒ ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (19)2 − 4(1)(−199) = 199+ 499 = 599 

𝐿 =
−𝑏±√∆

2𝑎
=
−(19)±√599

2(1)
=
−19±√5×199

2
=
−19±19√5

2
=

2(−5±5√5)

2
⇒

{
𝐿 = −5− 5√5                (غ ق ق)  

𝐿 = −5+ 5√5 طول مستطیل( ق ق) 
 

 (−5±  یک عدد منفی است و طول مستطیل نمی تواد عدد منفی باشد پس:(5√5

طول ∶ 𝐿 = −5+ 5√5 ⇒ 𝑊:عرض = 19− 𝐿 = 19− (−5+ 5√5) = 15− 5√5 
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 :رسم نمودار های تابع درجه دوم

 لف. راس سهمی و معادله ی محور تقارن سهمیا

𝑎) ودار تابع درجه ی دوم که فرم کلی آن به صورت نم ≠ 9), 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐.است، سهمی نامیده می شود 

که درآن، سهمی دارای بیشترین یا کم ترین مقدار است راس سهمی نامیده می شود و به خط عمودی که از راس  Sنقطه ی 

 سهمی می گذرد، محور تقارن سهمی می گوییم.

 

 

 

 ی به شکل                                یا                                                  می باشد.نمودار سهم

 ای رسم نمودار سهمی، نقاطی از منحنی را یافته و آن ها را در صفحه ی مختصات مشخص می کنیم، به طور مثال .بر

𝑦برای رسم ساده ترین معادله ی درجه ی دوم یعنی  = 𝑓(𝑥) = 𝑥2 :جدول مقادیر تابع را تشکیل می دهیم 

… 2 1 9 -1 -2 … x 

… 4 1 9 1 4 … y=𝑥2 

        𝑦 = (−1)2 = 1         𝑦 = (−2)2 = 4             𝑦 = (9)2 = 9 

 𝑦 = (2)2 = 4                                       𝑦 = (1)2 = 1 

 ( محور تقارن سهمی است.x=9ها) خط  yرین مدار را دارد راس سهمی و محور که کم ت S(9،9)در این نمودار نقطه ی 

  نکته: برایx  ،هایی که نسبت به راس قرینه اندy  های یکسانی به دست می اید بنابراین با دادن نقاط قرینه نسبت به

 یکی از نقاط قرینه را به دست آورد. yطول راس سهمی می توان فقط 

𝑦ب. انواع نمودار  = 𝑥2   

 قاعده ی کلی رسم نمودار های𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2   با استفاده از نمودار𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 : 

𝑦تمام سهمی هایی که به شکل  = 𝑎𝑥2 :هستند راس آن ها بر مبدا مختصات منطبق است. اگر 

1. a>9 .باشد، سهمی به طرف بالا رسم می شود 

2. a<9 .باشد، سهمی به طرف گایین رسم می شود 
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  :13ل مثا

𝑦نمودار تابع  .1 = 𝑎𝑥2 .را رسم کنید 

 

 راس سهمی S(9،9)=محور تقارن و  x=9حل: 

2 1 9 -1 -2 x 

-4 -1 9 -1 -4 y=𝑥2 

 

 

𝑦نمودار تابع های  .2 = 2𝑥2  و𝑦 = −2𝑥2  را با توجه به نمودار های𝑦 = 𝑥2 و𝑦 = −𝑥2  .رسم کنید 

 حل:

                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦نمودار تابع های  .3 =
1

2
𝑥2  ،𝑦 =

1

3
𝑥2  ،𝑦 =

−1

2
𝑥2  و𝑦 = −

1

3
𝑥2 .را رسم کنید 

 حل:

 

 

 

2 1 9 -1 -2 x 

8 2 9 2 8 y= 2𝑥2 

2 1 9 -1 -2 x 

-8 -2 9 -2 -8 y=−2𝑥2 

2 1 9 -1 -2 x 

2 1
2
 9 1

2
 2 y=

1

2
𝑥2 

4
3
 

1
3
 

9 1
3
 

4
3
 y=

1

3
𝑥2 

2 1 9 -1 -2 x 

-2 −
1
2
 9 −

1
2
 -2 y=−

1

2
𝑥2 

−
4
3
 −

1
3
 

9 −
1
3
 −

4
3
 y=−

1

3
𝑥2 
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  نکته: با توجه به مثال های فوق می بینیم که مقدارa  در معادلات𝑦 = 𝑎𝑥2  و𝑦 =
1

𝑎
𝑥2  باعث باز و بسته شدن

 جهت سهمی را مشخص می کند که رو به بالا یا رو به پایین است. به طور کلی: aمی شود و علامت  دهانه ی سهمی

𝑦( افزایش یابد سهمی بسته و بسته تر می شود) در معادله ی aصرف نظر از علامت  a) مقدار |a|اگر  .1 = 𝑎𝑥2 .) 

 |اگر  .2
1

𝑎
𝑦کاهش یابد سهمی باز و بازتر می شود) در معادله ی  |  =

1

𝑎
𝑥2 .) 

  قاعده ی کلی رسم نمودار های𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎 با استفاده از نمودار 𝑓(𝑥) = 𝑥2 : 

 خواهد بود. S(o,a)ها بالا یا پایین می رود و مختصات آن به صورت  yواحد روی محور  |a|راس نمودار به اندازه ی  .1

 احد به سمت پایین حرکت میکند.و |a|باشد،  a<9واحد به سمت بالا و اگر  aباشد  a>9اگر 

 است. x=9ها یعنی خط  yمحور تقارن سهمی، همان محور  .2

𝑓(𝑥)دهانه ی سهمی از نظر باز و بسته بودن هیچ تفاوتی با نمودار  .3 = 𝑥2 .ندارد 

 

  :14 مثال

𝑓(𝑥) با استفاده از نمودار = 𝑥2   نمودار تابع𝑓(𝑥) = 𝑥2 −  را رسم کنید.  1

𝑓(𝑥) حل:نمودار = 𝑥2 − 𝑓(𝑥) همان نمودار  1 = 𝑥2   است که روی محورy  ها یک واحد به سمت پایین انتقال یافته

 است.

 است x=9و محور تقارن  S(9,-1)راس سهمی 
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  قاعده ی کلی رسم نمودار های𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝒂)𝟐 با استفاده از نمودار 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐: 

) S(-a,9ها انتقال می یابد و مختصات آن به صورت  xواحد از مبدا مختصات روی محور  |a|راس نمودار به اندازه ی  (1

 خواهد بود.

 واحد به سمت راست منتقل می شود. |a|باشد،  a<9واحد به سمت چپ و اگر  aباشد سهمی  a>9اگر 

دله ی آن به صورت ها منتقل می شود و معا yواحد به سمت چپ یا راست محور  |a|محور تقارن نیز به اندازه ی  (2

x=-a .می شود 

𝑓(𝑥)از نظر باز و بسته بودن دهانه ی سهمی با منحنی  (3 = 𝑥2 .تفاوتی ندارد 
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  :15 مثال

𝑓(𝑥) با استفاده از نمودار = 𝑥2   نمودار تابع𝑓(𝑥) = (𝑥 +  را رسم کنید.  2(2

 

𝑓(𝑥)حل: نمودار تابع  = (𝑥 + 𝑓(𝑥)همان نمودار تابع  2(2 = 𝑥2  واحد به سمت چپ روی محور  2است که راس آن

x   :ها منتقل شده است. بهتر است برای یافتن این عدد عبارت داخل پرانتز را مساوی صفر قرار دهیمx+2=9 ⇒ x= -2 

 است. =x-2و محور تقارن  )S-2،9(پس راس سهمی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)پ. رسم تابع درجه ی دوم  = 𝒂(𝒙 − 𝒉)𝟐 + 𝒌 انتقال به روش 

  نکته: هان طور که دیدیم راس سهمی هایی به شکل𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2  همان مبدا مختصات بوده و تنها از نظر باز و

𝑓(𝑥)بسته بودن با  = 𝑥2  تفاوت داشتند. در سهمی هایی به شکل        با انتقال سهمی روی محورx  ها به اندازه

𝑓(𝑥)ی های به شکل ( و در سهمh,9مختصات راس به نقطه ی ) hی  = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘  با انتقال سهمی روی

 انتقال یافته است.  (k,9)مختصات راس به نقطه ی  kها به اندازه ی  yمحور 

 :نتیجه 

𝑓(𝑥)نمودار تابع  .1 = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘  در واقع همان نمودار 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 ( اسن که راس آن به نقه یh.k )

 اتقال یافته است.

 ( عبارت داخل پرانتز را مساوی صفر قرار می دهیم. hبرای به دست آوردن طول راس ) عدد تذکر: 
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 می باشد. x=hمعادله ی محور تقرن این سهمی نیز به صورت  .2

 ( است.Minباشد سهمی رو به بالا باز می شود و دارای مینیمم ) a>9ار  .3

 ( است.Max)باشد، سهمی رو به پایین باز می شود و دارای ماکزیمم a<9اگر  .4

  :16 ثالم

𝑦با استفاده از تابع  = 𝑓(𝑥) = 𝑥2  به عنوان راهنما نمودار تابع 𝑦 = (𝑥 − 2)2 + را رسم کرده و راس سهمی و 3

 معادله محور تقارن آن را مشخص کنید.

 

𝑦حل:نمودار  = (𝑥 − 2)2 + 𝑦همان نمودار  3 = 𝑥2  است 

 لا انتقال یافته است واحد به با 3واحد به راست و  2که راس آن 

 عددی مثبت است. پس رو به بالاست و می نیمم  a=1و چون 

(Min.دارد ) 

  x-2=9 ⇒ x=2طول راس سهمی و معادله ی محور تقارن: 

 می باشد که می نیمم سهمی است. S(2،3)راس سهمی 

 

 ت. راس سهمی و نقاط تلاقی سهمی با محور های مختصات

ر حالت کلی: در رسم نمودار یک تابع درجه ی دوم تعیین راس سهمی مهم است. برای صورت . فرمول مختصات راس سهمی د1

𝑓(𝑥)کلی توابع درجه ی دوم یعنی  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  اگر از روش مربع کامل کردن برای نوشتن تابع به شکل𝑓(𝑥) =

𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘 صات راس استفاده کنیم آن گاه می توانیم فرمولی برای پیدا کردن مخت(h,k) .به دست آوریم 

  :17 مثال

𝑦به روش مربع کامل کردن، راس و معادله ی محور تقارن سهمی  = 𝑥2 + 4𝑥 +  را پیدا کنید. 3

𝑦حل: برای تبدیل سهمی به فرم  = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘  به روش مربع کامل کردن، نصف ضریبx یعنی (b را به توان )2 

 نیم:رسانده، به طرفین تساوی اضافه می ک

𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 + 3 ⇒ 𝑏 = 4 , (
𝑏

2
)2 = (

4
2
)2 = 4 

𝑦 + 4 = 𝑥2 + 4𝑥 + 4⏟      + 3 ⇒ 𝑦 + 4 = (𝑥 + 2(2+ 3− 4 ⇒ 𝑦 = (𝑥 + 2)2 − 1 
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 اتحاد اول              

 حال برای یافتن طول راس سهمی عبارت داخل پرانتز را مساوی صفر قرار می دهیم:   

  x+2=9 ⇒ X=-2 

 راس این سهمی است. S(-2,-1)تقارن و معادله ی محور  x=-2بنابراین 

  فرمول مختصات راس سهمی𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2𝑏𝑥 + 𝑐 برابر است با 𝑆 = (−
𝑏

2𝑎
,

4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
)    : 

      توجه: برای تعیین مختصات راس سهمی، بعد از پیدا کردن طول راس سهمی از رابطه ی𝑥 = −
𝑏

2𝑎
، در تابع داده 

 ر به دست آمده را قرار می دهیم تا عرض راس سهمی نیز به دست آید.مقدا xشده به جای 

 

 

 .نقاط تلاقی سهمی با محور های مختصات:2

ها را در یک نقطه قطع می کند. برای یافتن این نقطه کافی  yها: یک سهمی همیشه محور  y الف. محل تلاقی سهمی با محور

 ها عدد صفر قرار دهیم. xاست در معادله ی سهمی به جای 

  :19 مثال

𝑓(𝑥)سهمی  = 𝑥2 − 2𝑥 +  ها را در چه نقطه ای قطع می کند؟ yمحور   3

𝑦حل: = 𝑥2 + 4𝑥 + 3 ⇒ 𝑎 = 1 , 𝑏 = 4 , 𝑐 = 3                                                         

 هاست. yمحل تلاقی سهمی با محور  A(9،3)بنابراین نقطه ی 

 𝑥 = 9 ⇒ 𝑦 = (9)2 + 4(9) + 3 ⇒ 𝑦 = 3 

 

  :18 مثال

𝑦مختصات راس و معادله ی محور تقارن سهمی  = 𝑥2 + 4𝑥 +  را با استفاده از فرمول تعیین کنید.  3

𝑦حل: = 𝑥2 + 4𝑥 + 3 ⇒ 𝑎 = 1 , 𝑏 = 4 , 𝑐 = 3                                                         

𝑥ول راس و محور تقارن سهمی:ط =
−𝑏

2𝑎
=
−(4)

2(1)
=
−4

2
= 2 ⇒ 𝑥 = −2                              

𝑥مختصات رسم سهمی: + 2 = 9 ⇒ 𝑥 = −2                                                                  
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  تذکر: برای یک تابع درجه ی دوم𝑓(𝑥) = 𝑐, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  است یعنی نقطه ی(9.c)  محل تقاطع

 هاست. yنمودار تابع با محور 

𝑎𝑥2ها معادله ی درجه ی دوم  xها: برای تعیین محل تقاطع نمودار با محور  y. محل تلاقی سهمی با محور ب + 𝑏𝑥 + 𝑐 =

، عدد صفر قرار می دهیم. این معادله می تواند دارای یک یا دو جواب yرا حل می کنیم؛ یعنی در معادله ی سهمی به جای  9

ها را در یک یا دو نقطه  x. در نتیجه ممکن است نمودار یک تابع درجه ی دوم، محور حقیقی باشد یا اصلا، جواب نداشته باشد

 ها را قطع نکند. xقطع کند یا اصلا محور 

 ( معادله ی درجه ی دوم به دست آمده نتایج را می توان در نمودار های زیر خلاصه کرد:∆با توجه به مبیّن )

 نقطه ی مختلف قطع می کند:ها را در دو  xباشد سهمی محور   ∆ >9اگر  .1

 

 

 

 ها را در یک نقطه قطع میکند) بر آن مماس است(: xباشد سهمی محور  ∆= 9اگر  .2

 

 

 

 ها را قطع نمی کند: xباشد سهمی محور  ∆ <9اگر  .3
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   :20 مثال

𝑦سهمی  = −𝑥2 + 4𝑥 −  ها را در چه نقطه ای قطع می کند؟ xمحور  5

 حل:

 𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥 − 5
𝑦=9
→  − 𝑥2 + 4𝑥 − 5 = 9                 (𝑎 = −1 , 𝑏 = 4 , 𝑐 = −5) 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (4)2 − 4(−1)(−5) = 34− 29 = 14 

 است پس نمودار سهمی در دو نقطه محور طول ها را قطع می کند.   >9چون 

𝑥 =
−𝑏 ± √∆

2𝑎
=
−4± √14

2(−1)
=
−4 ± 4
−2

⇒ {
𝑥 =

−4+ 4
−2

=
−2
−2
= 1 ⇒    𝐴(1 , 9)

𝑥 =
−4− 4
−2

=
−19
−2

= 5 ⇒    𝐵(5 , 9)
 

 

𝒇(𝒙) ث: روش رسم تابع درجه ی دوم = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄  

𝑥با استفاده از فرمول  .1 =
−𝑏

2𝑎
 ، طول راس سهمی و معادله ی محور تقارن را به دست می آوریم. 

 طول راس سهمی را در معادله ی سهی قرار داده و مختصات راس آن را به دست می آوریم. .2

 ها را تعیین می کنیم. yها در معادله صفر قرار داده و محل تلاقی نمودار نمودار  xبه جای  .3

 ها را تعیین می کنیم. x، ذدر معادله ی صفر قرار داده و محل تقاطع نمودار به محور yبه جای   .4

م تر از در صورت لزوم) تکراری بودن نقاط( دو نقطه ای راس سهمی )یک واحد بیش تر از طول راس و یک واحد ک .5

 طول راس( پیدا می کنیم.

 نقاط به دست آمده را روی صفحه ی مختصات مشخص، به هم متصل کرده و ادامه می دهیم. .4

باشد سهمی رو به پایین باز می شود و  a <9باشد، سهمی رو به بالا باز می شود و می نیمم دارد و اگر  a >9اگر  .7

 ماکزیمم دارد.

  

www.konkur.in

forum.konkur.in



 مجتبی لشینیمهندس :  هیه و تنظیمت                                                     انسانی جمع بندی ریاضی سوم:  موضوع

 

  آموزشگاه علمی آزاد ابوریحان                41

 

  :21 مثال

𝑓(𝑥)تلاقی سهمی با محور ها، نمودار تابع با تعیین راس و نقاط  = 𝑥2 − 4𝑥 +  را رسم کنید. 8

𝑥حل:ابتدا طول راس سهمی را با توجه به فرمول  =
−𝑏

2𝑎
 پیدا می کنیم: 

𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 8       (𝑎 = 1  , 𝑏 = −4  , 𝑐 = 8) 

𝑥 =
−𝑏

2𝑎
=
−(−4)

2(1)
=

4
2
= 3 ⇒ 𝑥 = 3

𝑦 = (3)2 − 4(3) + 8 = 0− 188 = −1
} ⇒ 𝑆(3 ,   مختصات راس سهمی (1−

 

:محل تقاطع با محور 𝑦 ها 𝑥 = 9 ⇒ 𝑦 = (9)2 − 4(9) + 8 = 8 ⇒ 𝐴( 9 , 8) 

:محل تقاطع با محور 𝑥ها 𝑦 = 9 ⇒ 𝑥2 − 4𝑥 + 8 = 9 ⟶ (𝑥 − 4)(𝑥 − 2) = 9 ⇒ {
𝑥 = 4 ⇒ 𝐵(4,9)
𝑥 = 2 ⇒ 𝐶(2,9) 
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 1آزمون 

4𝑥2در معادله ی درجه دوم  .1 − 𝑥 + 3 = مله ثابت را مشخص و ج 1، جمله درجه 2جمله درجه  9

 کنید.

 معادلات را به روش های خواسته شده حل کنید:  .2

𝑥2 ) خاصیت ریشه زوج(  − 40 =  )الف 9

2𝑥2 (   ∆)روش کلی یا  − 5𝑥 + 3 =  )ب 9

𝑥2)روش تجزیه(  + 2𝑥 =  )پ  9

3𝑥√معادله ی  .3 + 1 =  را حل کنید. 4

𝑦ابتدا مختصات راس و معادله ی خط تقارن سهمی به معادله ی  .4 = (𝑥 + 1)2 − را به دست آورده،  4

𝑦سپس با استفاده از نمودار  = 𝑥2 .آن را رسم کنید 

3𝑥2مجموع و حاصل ضرب ریشه های معادله ی  .5 + 4𝑥 + 8 =  را بدون حل معادله به دست آورید. 9

 

75/9 

 

3 

 

 

25/1 

 

5/1 

 

1 

 پاسخ:

( و جمله ی ثابت برابر 25/9) x– درجه ی یک برابر ( و جمله ی25/9) 4𝑥2در این معادله، جمله ی درجه دو برابر  .1

 (25/9می باشد. ) 3

2.     

 𝑥2 − 40 = 9 ⇒ 𝑥240   (
9

25
)  ⇒ 𝑥 =  )الف(9/5)   ±7

 ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 25− 4(2)(3) = 1 > 9 ⇒   .  )ب (9/5) دو ریشه ی حقیقی دارد

     𝑥 =
−𝑏±√∆

2𝑎
=

5±1

4
⇒ {

𝑥 = 1     (9/25)

𝑥 =
3

2
     (9/25) 

      (5/9) 

  𝑥2 + 2𝑥 = 9 ⇒ 𝑥(𝑥 + 2) = 9 ⇒ {
𝑥 = 9     (9/25)
𝑥 =  )پ(9/25)   2−

                                                                          (25/9) 

 

3.     

4. 3x + 1 ≥ 9 ⇒ x ≥
−1

3
 : دامنه

5. √3𝑥 + 1 = 4 ⇒ 3𝑥 + 1 = 14 ⇒ 𝑥 =  (9/75)      قابل قبول    5
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                 (5/9) 

 

 x(5/9)=  -1( خط تقارن 5/9) 7(1-,-4مختصات راس سهمی ) .4

 (5/9رسم نمودار)

 

 

 

5.      

𝑥1 + 𝑥2 =
−𝑏

𝑎
=
−4
3
                    (9/5) 

𝑥1, 𝑥2 =
𝑐

𝑎
=
+8
3
                    (9/5) 
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 :2آزمون 

 فصل دوم

 معادلات را به روش های خواسته شده حل کنید: .1

𝑥)شه زوج( )ری − 1)2 − 0 =  )الف    9

𝑥2 )روش تجزیه(  + 5𝑥 + 4 =  )ب    9

4𝑥2( ∆)روش مبین یا  − 3𝑥 − 1 =  )ج    9

 باشد. 5و  -3معادله درجه دومی بنویسید ک جواب های آن  .2

 در معادله ی زیر مجموع و حاصل ضرب ریشه را بدون حل معادله به دست آورید. .3

2𝑥2 − 4𝑥 − 3 = 9 

𝑥√معادله  .4 + 4 =  را حل کنید. 5

𝑦ابتدا مختصات راس و معادله محور تقارن سهمی به معادله  .5 = (𝑥 − 1)2 + را به دست آورده و  3

 سپس نمودار آن را رسم کنید.

 

3 

 

 

 

1 

1 

 

1 

5/1 

 

 پاسخ:

1.            

√(𝑥 − 1)2 = √0 ⇒ 𝑥 − 1 = ±3 {
𝑥 − 1 = +3 ⇒ 3+ 1 = 4

𝑥 − 1 ± 3 ⇒ 𝑥 = −3+ 1 = از طرفین جذر  2−

𝑥)بگیریم − 1)2 = 0  مرتب کنیم) الف ⇒

 (𝑥 + 1)(𝑥 + 4) = 9 {
𝑥 + 1 = 9 ⇒ 𝑥 = −1
𝑥 + 4 = 9 ⇒ 𝑥 = −4

 اتحاد جمله مشترک )ب

𝑎 = 4, 𝑏 = −3, 𝑐 = −
1

∆
= 𝑏2−4𝑎𝑐 = (−3)2 − 4(4)(−1) = +0+ 14 = 25 ⇒ 𝑥 =

−𝑏±√∆

2𝑎
=

−(−3)±√25

2(4)
=

3±5

8
⇒ {

3+5

8
=

8

8
= 1

3−5

8
=
−2

8
=
−1

4

 )ج 

2.             

𝑥 = −3 ⇒ 𝑥 + 3 = 9
𝑥 = 5 ⇒ 𝑥 − 5 = 9   

} ⇒ (𝑥 + 3)(𝑥 − 5) = 9 ⇒ 𝑥2 − 5𝑥 + 3𝑥 − 15 = 9 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 − 15 = 9 

راه دیگر ∶  𝑥1 = −3 , 𝑥2 = 5       
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مجموع ریشه ها ∶ 𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 = −3+ 5 = 2

𝑃 حاصلضرب ریشه ها = 𝑥1 × 𝑥2 = −3 × 5 = −15
⇒ 𝑥2 معادله − 𝑆𝑥 + 𝑃 = 9 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 −

15 = 9 

3.     2⏟𝑥2−4⏟ 𝑥−3⏟ = 9                                                                                                                                                                               

c       b        a 

𝑆 =
𝑏

𝑎
=
−(−4)

2
= 2              ,               =

𝑐

𝑎
=
−3
2

 

 ابتدا دامنه را بیابیم. .4

𝐷 = ≤ عبارت زیر رادیکال 9 ⇒ 𝑥 ≥ −4 

𝑥√) طرفین را به توان 2 برسانیم + 4)2 = (5)2 ⇒ 𝑥 + 4 = 25 ⇒ 𝑥 = 25− 4 = .ق     21  ق

5.           

𝑦 = (𝑥 − 1)2 + 3
𝑦 = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘

} ⇒ ℎ = 1, 𝑘 = 3 ⇒ 𝑥 محور تقارن و(1,3)  راس سهمی = 1 

2 1 9 X 

4 3 4 Y 

 نقطه (9،4) (1,3) (2،4)

𝑥 نقطه کمکی = 9 ⇒ 𝑦 = (9− 1)2 + 3 = +1+ 3 = 4 

𝑥 نقطه کمکی = 2 ⇒ 𝑦 = (2− 1)2 + 3 = 1+ 3 = 4 
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