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  :معادلات نمایی 

  :براي حل معادلات شامل عبارت هاي نمایی به روش جبري ؛ می توان از تساوي زیر استفاده کرد        
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  :مساوي هاي نمایی خاصیت نا    

   .  یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد a فرض کنید      
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  : کاربردهایی از تابع نمایی 

  :        محاسبه جرم ثانویه یک ماده هسته اي

   . باشدn با نیم عمر 0m         اگر جرم اولیه یک ماده هسته اي

  جرم ثانوبه از رابطه ي زیر به دست می آید ، t پس از گذشت مدت زمان              

                                                                                                                         
n

t

t mm 









2

1
0  

     یا                                                                                                               













n

t

t mm 20                  

   

   :16مثال

  .میلی گرم باشد 24 اگر جرم اولیه آن. می باشد  سال 25 نیم عمر یک ماده هسته

  سال چه مقدار از این ماده باقی می ماند ؟ 5 پس از) الف

  میلی گرم است؟ 3 پس از چند سال جرم باقی مانده آن) ب 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ) :سرمایه ( محاسبه رشد جمعیت  

   .مدت زمان باشد  t  و)  برحسب درصد (  rرشد) میزان ( اولیه  با آهنگ  ) سرمایه (  یک جمعیت 0P اگر     

t      :از رابطه ي زیر به دست می آید tP)( یا tP  ثانویه) سرمایه ( جمعیت       
t rPtPP )()(  10  

   .ویندنیز می گ تابع رشد       یه این معادله ،

tt           و به معادله rPtPP )()(    .گویند  تابع زوال 10

  

   :17مثال

  .ساب کنید ح سال جمعیت این شهر را 5 پس از گذشت. درصد در سال باشد  2 اگر میزان رشد سالانه. میلیون نفر جمعیت دارد 2 یک شهر

                                                                                        

  

  



         :صفحه  
 سیاوش شریفی: تهیه و تنظیم  تجربی 2 ریاضی پنجم فصل 209

  

   :18مثال

   جمعیت این شهر4پس از گذشت. اگراین جمعیت با آهنگ یک درصد در سال کاهش یابد .نفر می باشد  12000 جمعیت  یک شهر

  .را حساب کنید 

  

  

  

  

  

  :تمرین 

  تابع a به ازاي چه مقدار -1
13

3

1












x

xay  است ؟) نزولی ( یک تابع نمایی کاهشی  

 .نمودار توابع زیر را رسم کرده و دامنه و برد آن ها را بنویسید  -2

                                  xey  133ج                    (  1  xy )                             23ب  xy ) الف  

                 33

35



x

y)                         2و
2

1











x

y)                                 122هـ  xxy  )د  

                                                                               34

2

22

33









xx

xx

y )                     124ط 1  xxy)                          ح  

  .معادله هاي زیر را حل کنید  - 3

                                                       1022 22   xx
ب                                 ( 

xxx 6349 1  
  الف  ( 

                                              23232 
xx

524د                                                 (  2  xx
  ج    ( 

                                                         
a2

2

4
2

8

32















12و                                                                (    xx ) هـ  

  .نامعادلات زیر را حل کنید  - 4

                                                           xx 953 12  )                                                           ب
243

1
3 12 x )  الف  

                                                

xx 


















63

2

1

2

1
د                                            (  0900270

1
3

2

// 


 x

  ج ( 

                                 212
223223




xx

2234و                                                          (  xx )هـ   

                                                         01242  xx )                                  ح             

 
 x

x








 2

2

81
27

1
  ز  (

  

  

  

  



         :صفحه  
 سیاوش شریفی: تهیه و تنظیم  تجربی 2 ریاضی پنجم فصل 210

  

 .دامنه توابع زیر را بیابید  - 5

               
xxey 

2

ج                                    (
223 xxy  )                                             ب

82

1






x

x
y ) الف  

                                                                   
xxy 22

4

)                                         هـ)( 12  xxy) د  

  .برد توابع زیر را بنویسید  -6

                            13  xy )                   1                ج

1

5

2





x

x

y)                                       ب
 xxy    الف ( 3

  

 اگر نمودارهاي  تابع - 7 bxaxf 2)( و خط xy 54   متقاطع باشند  4 و 2در دو نقطه به طول هاي.   

  .را حساب کنید  101f)(   مقدار    

xy فاصله نقطه  تلاقی دو منحنی به معادله هاي -8 2 و   1
2




x
y از نقطه ي ),( 40A را بیابید.  

 اگر نمودار تابع -9  1
x

baxf ),( از دو نقطه )(
2

1

2

1
A  و ),( 111B  حاصل.  بگذرد )( 1f  را حساب کنید. 

 نمودار تابع-10 
5

1
55205 3

2

2

63





x

x

y محور طول ها را با کدام طول قطع می کند ؟  

 نمودار تابع 9y خط -11  1010 
x

y    نقطه اي قطع می کند ؟را در چه /

xxf نموار هاي دو تابع -12 4)( و 
2

3

2

1
2











x

xg  تا نقطه A فاصله نقطه. متقاطع هستند  A در نقطه)(







 1
2

1
,  

  .به دست آورید   

  

  

  

                      

                               

  

  

  

  

  



         :صفحه  
 سیاوش شریفی: تهیه و تنظیم  تجربی 2 ریاضی پنجم فصل 211

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



         :صفحه  
 سیاوش شریفی: تهیه و تنظیم  تجربی 2 ریاضی پنجم فصل 212
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                                                                                                                                                               212  xey )  ج  

  

  

  

  

                                                                                                                                                       13
5   )(log xy ) د  

  

  

  

  

                                                                                                                                                       
)(log 1

3

3  xy ) هـ  

  

  

  

                                                                                                                                                       xx

xx

y









22

22
  و(   
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  :ویژگی هاي لگاریتم 

  دیدیم که 

                            
y
a

x xay log  

  :ریتم را ذکر می کنیم اکنون با توجه به این تعریف ، ویژگی هاي لگا

  

   :     عددي حقیقی مثبت و مخالف یک باشد a یعنی اگرلگاریتم یک در هرمبنایی  برابر با صفرمی باشد   -1

            01 alog  01   و نیزln.   

10  زیرا             a .   

  

   :23مثال

  .حاصل عبارت هاي زیر را بنویسید 

                                                                01
32 log                     01

3
log                      01

60 /log  

  

     :عددي حقیقی مثبت و مخالف یک باشد  aیعنی اگر   یک می باشدلگاریتم هر عدد در مبناي خودش برابر -2

                 1aalog   1  و نیزeln  

aa زیرا              1.   

   :24 مثال

   .حاصل عبارت هاي زیر را بنویسید

                                                                18
8 log                     12

2
log                      160

60 /
/log  

  

  :دوعدد حقیقی مثبت باشند داریم  yو x عددي حقیقی مثبت و مخالف یک  و aاگر    - 3

                                                                                                 
y
a

x
a

xy
a logloglog   

  :اثبات 

s   فرض کنید
x
a log  پس بنابر تعریف sax .  

ty   همچنین فرض کنید 
a log    پس 

tay .   

                                                                          tsts aaaxy   

  :     بنابر تعریف
xy
ats log  .که اگر بجاي sو  t  مقادیر فرض شده قرار دهیم نتیجه حاصل می شود.  

  

                                                               :همچنین    

  

yxxy lnlnln 
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   :25مثال

30102اگر 
10 /log     47703و

10 /log    اي زیر را بنویسید حاصل عبارته. باشد.  

                                                                                                                                                                 6
10log )  الف  

  

                                                                                                                                                                   8
10log ) ب  

     :یک عدد طبیعی باشد داریم  n عددي حقیقی مثبت و  bعددي  حقیقی مثبت و مخالف یک و   aاگر   - 4
b
a

b
a n
n

loglog   

  

  :اثبات  

                                                                            
b
a

n

b
a

b
a

b
a

bbbb
a

b
a n

nبار

n

loglog...loglogloglog .... 
  

               

  :ودر حالت کلی داریم 

  

  :دوعدد حقیقی باشند داریم  yو xعددي حقیقی مثبت  و bي حقیقی مثبت و مخالف یک  وعدد aاگر  - 5

                                             
b
a

b

a y

xx

y loglog   

   :26مثال

  . حاصل عبارت هاي زیر را بنویسید 

                                                                                                                                                                   32

8
log ) الف  

  

                                                                                                                                                                









5 81

27

1
log ) ب  

                                  

  

                                                                                                                                                            33

2727
log ) ج  

  

   :27مثال

30102 ( چند رقمی است ؟ 2002  حاصل /log   ) ( اگر
11010  nn a  عدد. باشدa 1 دارايn  رقم است( .  
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   :28مثال 

30102اگر 
10 /log   47703  و

10 /log    حاصل عبارتهاي زیر را بنویسید . باشد.  

                                                                                                                                                                       32
10log ) الف  

  

                                                                                                                                                                        12
10/log ) ب  

                                                                                                                                                                       48log ) ج  

  :دوعدد حقیقی مثبت باشند داریم  y وx  و لف یکعددي حقیقی مثبت و مخا a اگر -6

                                                     
y
a

x
a

y

x

a logloglog 









  

  :اثبات 

s   فرض کنید  
x
a log  پس بنابر تعریف sax .  

ty   چنین فرض کنیدهم 
a log  پس   

tay .   

            پس
ts

t

s

a
a

a

y

x      بنابر تعریف:          
y
a

x
a

y

x

a ts

loglog

log













  

   :نتیجه  

                                          yx
y

x
lnlnln 








  

   : 29مثال

30102اگر 
10 /log   47703  و

10 /log    حاصل عبارتهاي زیر را بنویسید . باشد.  

                                                                                                                                                                      5log ) الف  

                                                                                                                                                                  51/log ) ب  

                                                                                                                                                         












 
3 3

512

log)  ج  



         :صفحه  
 سیاوش شریفی: تهیه و تنظیم  تجربی 2 ریاضی پنجم فصل 220

  

   :30 مثال

   .حآصل عبارت هاي زیر را به دست آورید

                                                                                                                                 20
2

24
2

15
2

5
2 loglogloglog )  الف  

                                                                                                                                                                                                     

                                                                                                                      2
3

15
3

6
3

15
3 22 loglogloglog )        ب  

  

   :       31مثال

a اگر
3
30log  و  b5

30log باشد حاصل 
32
30logبرحسب  a و b  به دست آورید.  

  

  

   :32 مثال

 اگر    a
23

6

212
6 loglog   حاصل. باشد 

2
6log  را بنویسید.  

  

  

  

     :آن گاه داریم . مخالف یک باشند  c و  b سه عدد حقیقی مثبت  و cو bو a  اگر)خاصیت تغییر مبنا  ( –7

                                                                                  b
c

a
ca

b
log

log
log   

  

  :اثبات 

x فرض کنید 
a
c log بنابراین  

xca      

y و           
b
c log   پس 

ycb .   

حال  اگر در عبارت  
a
blog  بجايa و b داریم  ) 5(ساوي قرار دهیم بنابر خاصیت مقادیر م:                      

                                                                  a
c

a
cc

c
c

c

a
b

y

x

y

xx

y

log

log
logloglog

)(


5
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  :توجه 

  این خاصیت به ما اجازه می دهد از یک مبنا به مبناي دیگر برویم 

  . که در یک مبنا راحت نیستیم و یا مقدارش در مبناي داده شده مشخص نیست همچنین این خاصیت زمانی به کار می آید 

  

   : 33مثال

30102 اگر
10 /log    47703 و

10 /log    حاصل عبارتهاي زیر را بنویسید . باشد.  

                                                                                                                                                                        2
3log ) الف  

  

                                                                                                                                                                    243
16log )  ب  

  

  

                                                                                                                                                                  36
60log )  ج  

  

   : 34مثال

 حاصل. باشد  a2log اگر
125
4log  را حساب کنید.  

  

  

  

  

  : را داریم 9 و 8به عنوان نتایج  خاصیت قبل ، در ادامه دو خاصیت 

      مخالف یک باشند  آنگاه dو b ، cاعداد حقیقی مثبت و  d و a ، b ، c  اگر - 8

                                                                                    
a
d

c
d

b
c

a
b loglogloglog   

  

                                                                                          :               اثبات 

                                    

a
dd

d

c
d

c
d

b
d

b
d

a
dc

d
b
c

a
b log

log

log

log

log

log

log
logloglog 


1

  
  

   : 35مثال

     حاصل عبارت
55

8
7

125
81
49

32

27
loglogloglog A   را به دست آورید.  
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  :دوعدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشند آن گاه  b و a اگر – 9

                                            1 b
a

a
b loglog      یا    b

a

a
b

log
log

1
  

  

   : 36مثال

3     حاصل   
2

2
3 1

1

1

1

loglog 



A  را حساب کنید.  

  

  

  

  

  

  

  

    :مخالف یک باشد آن گاه c سه عدد حقیقی مثبت وc و b و aاگر  – 10
a
c

b
c ba loglog   

  

  :اثبات 

xa   فرض کنید
c log  بنابراین   

xca .    

yb     ینهمچن 
c log   پس 

ycb .  

دو طرف  تساوي 
xca  را به توان bclog  می رسانیم:         


  xyyx

y

x ccca

b
c

b
c

b
c 

log

loglog
  

دو طرف  تساوي
ycb  را به توان aclog یم می رسان:        


  xyxy

x

y cccb

a
c

y
c

a
c 

log

loglog
       

  

  .بنابراین تساوي برقرار است 

  

   :37 مثال

  .حاصل  عبارت هاي زیر  را بنویسید 

                                                                                                                                                                   
3
82log

  الف  ( 

  

                                                                                                                                                               
2

525
log

  ب  ( 
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  :قرار دهیم  خاصیت زیر به دست می آید  b مقدار c  بل بجاياگر در خاصیت ق

ba :    مخالف یک باشد آن گاه a دو عدد حقیقی مثبت و b و a اگر  - 11
b
a log

  

  

  :تیجه ن

                                                ae a ln
  

   :38مثال

  . زیر را بنویسید حاصل عبارت 

                                                                                                                                                          4
3

25
93 loglog

  

  

  

   :39مثال 

نمودار تابع  

x

y 39log را رسم کنید .  

                                                                                                                                                        

  

  :خاصیت زیر در حل معادلات لگاریتمی می توان استفاده کرداز 

  

   مخالف یک باشدc سه عدد حقیقی مثبت وcو  b و a فرض کنید-12

                                           bab
c

a
c  loglog 

  

       .که به دلیل یک به یک بودن تابع لگاریتم برقرار است     

   

  

  :معادلات لگاریتمی 

  .براي حل یک معادله لگاریتمی ابتدا هرطرف تساوي معادله را به کمک خواص لگاریتم  ساده می کنیم

  : سپس از یکی خواص زیر استفاده کرده ومعادله را حل می کنیم 

1 -     
y
a

x xay log   

2 -         bab
c

a
c  loglog  

  .هستند که به ازاي آنها عبارت جبري جلوي همه لگاریتم هاي موجود ،  مثبت شود  جواب هایی قابل قبول

  .شود عدد یک و چنانچه مقدار مجهول در مبناي لگاریتم  باشد ، علاوه بر مثبت بودن ، نباید مقدار آن       

  

  :توجه 

  .در بعضی از معادله ها  ، می توان از تغییر متغیر استفاده کرد 
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   :40مثال

  .معادله هاي لگاریتمی داده شده را حل کنید 

                                                                                                                                                   13
2

2
2   )(loglog xx

  الف ( 

  

  

  

                                                                                                                  
233 3 loglogloglog )()(   xxx

  ب ( 

  

  

  

                                                                                                                                                   12
3

12
3

2

  )()( loglog xx
  ج   ( 

  

                     

  

  

                                                                                                                                                              516
2  x
x loglog ) د  

  

  

  

  

  

  

                                                                                                                             22
2523 loglog)log( x )  هـ  

  

  

  

  

  

                                                                                                                                            
  )(

)(
loglog 1

3

1
12

2 5
2   xx

  و( 
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                                                                                                                       32481 lnlnlnln  xx )  ز  

  

  

  

  

  

  

  

  

   :41مثال

نمودار تابع  baxxf 











3

1
log)( محور  x12و خط   2 ها را در نقطه اي به طول  yx 1 را در نقطه اي به عرض قطع می کند.  

)(  حاصل 2f  را حساب کنید.  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 

  :دستگاه معادلات لگاریتمی 

براي حل این گونه دستگاه ها معمولاً باید از یک . گاهی اوقات به جاي یک معادله لگاریتمی ، یک دستگاه معادله لگاریتمی به ماداده می شود 

  .له دیگر جاي گذاري نموده تا به یک معادله لگاریتمی یک مجهولی برسیم معادله یک مجهول را برحسب مجهول دیگر نوشته و آن را در معاد

  

  : 42مثال 

  .دستگاه هاي زیر را  حل کنید 

                                                                                                                                  
 

   







24

12

yxxy

y

loglog

log
  الف  ( 
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224

0321

ln)ln(

)ln()ln(

yx

yxy
  ب   ( 

  

  

  

  

  

  

  

  :نامعادله هاي لگاریتمی 

  .راي حل نامعادله هاي لگاریتمی از دو خاصیت زیر استفاده می کنیم ب

)()(  اگر   - 1 loglog xg
a

xf
a g) 1a  ( آن گاه  )()( xgxf  و برعکس.   

)()(   اگر  - 2 loglog xg
a

xf
a g)  10  a  ( آن گاه  )()( xgxf   و برعکس.  

  

  :توجه 

  .نیز باید در نظر گرفته شود  xg)(0 و   xf)(0 در حل نامعادله هاي لگاریتمی ،  نامساوي هاي

  

   : 43مثال

  .نامعادله هاي زیر را حل کنید 

                                                                                                                                                              
  05
3 xlog )    الف  

  

  

                                                                                                                                                   
  xx 3

3
12

3 loglog 
  ب( 

  

  

  

  

                                                                                                                          
     44

50
1
50

1
50

  xxx
/// logloglog ) ج  
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   2

10
6
10

  xx
// loglog ) د  

  

  

  

  

  

  

  

  :نه توابع لگاریتمی دام

  دامنه تابع لگاریتمی 
 )(

)(log xf
xgy    از اشتراك جواب سه نامعادله زیر به دست می آید.  

                                                 1         (0)(xf               2  (0)(xg                 3  (1)(xg  

  :توجه 

  . نیست 3 و 2اگر مبناي لگاریتم عددي حقیقی مثبت و مخالف یک باشد نیاز به بررسی شرط 

  

  .دامنه توابع زیر را به دست آورید  : 44 مثال

                                                                                                                                                            
)(log

28
2

xxy  )       الف  

  

  

                                                                                                                                                              













 2

32

10
x

x

y /log )   ب  

  

  

  

   

                                                                                                                                                                
 962  xx
xy log )  ج  

  

  

                                                                                                                                                                 
x
xy )(log    د ( 4

  

  

                                                                                                                                                                 2
3
 xy log ) هـ  
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                                                                                                                                                              18
3

2




x
xy

log

log
  و( 

  

  

  

  

  

  

  

                                                                                                                                                  
 3
52  xy log ) ز  

  

  

  

  

  ) :سرمایه ( رشد جمعیت   در محاسبه کاربرد لگاریتم

  .به مثالی بحث را کامل می کنیم. گفته شد) سرمایه(در قسمت هاي،  کاربرد تابع نمایی در محاسبه رشد جمعیت

   : 45مثال

30102(   ؟  برابر می شود 4  درصد در سال ،2پس از چند سال جمعیت کشوري با آهنگ رشد سالانه  /log  (   

  

  

  

  

  : در زلزله کاربرد لگاریتم

برحسب واحد ارِگ E)(در واحد ریشتر رخ دهد، میزان انرژي آزاد شده  M اگر زلزله اي با قدرت Erg رابطه ي توسط این زلزله از  

  . زیر به دست می آید 

                                                                                ME 51811 //log   

         )                      JErg 7101  (    

  

   : 46مثال

27 میزان انرژي آزاده شده از زلزله اي با قدرت   در واحد ریشتر  چند ارگ است؟ /
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   :47مثال

  ریشتر است ؟ 5 ریشتر چند برابر زلزله اي با قدرت 7 میزان تخریب زلزله اي با قدرت

  

  

  

  

  : در تخمین قدمت اشیاء کاربرد لگاریتم

  .در قسمت تابع نمایی گفته شد که جرم ثانویه مواد هسته را می توان از رابطه ي زیر حساب کرد 

                                                                               
n

t

t mm 









2

1
0  

  

  .از این رابطه براي تخمین قدمت اشیاء استفاده می شود 

  

   :48مثال

  .سال باشد /312 یم عمر ئیدروژناگر ن. درصد مقدار اولیه آن است  20میزان ئیدروژن موجود در یک قطعه چوب 

30102 (.عمر این قطعه چوب را  تخمین بزنید  /log (    

  

  

  

  

  

  

  :تمرین 

  .نمودار توابع زیر را رسم کرده و دامنه و برد آن ها را بنویسید  -1

              









11

1
2

2

xx

x
y

x

,

,log
                               ب                            ( 

xy 3log )     الف  

  

                              
xy 21 log)        د                                                      

x
y 21 log  )  ب  

  

                                                                                                               
















1

101

02

2 x

xx

x

y
x

x

,log

,

,
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30102اگر  -2 /log    47703 و /log   84507 و /log   حاصل عبارت هاي زیر را بنویسید . باشد.  

                     328
3log )                                         ج125

4log )                              ب














25

712

log )  الف  

  

  .حاصل عبارت هاي زیر را بنویسید  - 3

                                                                                                               
  












279

381

10000

10

525

125

1
64 logloglog

/
A )  الف  

                                                                                                                       
 

  22
4

22
4

2

5 834

8

1
65 log

log

log
logB)                      ب  

                                                                                                                   8

7

49
125

27
32

55
81 loglogloglogC ) ج  

                                                                                                                                   
 

 
5

3
49

2
49 107 32 logloglogD )  د  

                                                                                                                                          2052
2

logloglog E) هـ  

  حاصل. باشد  a2logاگر  -4
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