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  :همسایگی 

  .می گویند  0x را یک همسایگی 0x هربازه باز شامل. یک عدد حقیقی باشد  0x فرض کنید

  

  

  .نقطه درونی این همسایگی  گویند  0x به نقطه

براین اگر بنا bax ,0 باشد ، بازه  ba, 0 یک همسایگیx  0گفته وx  نقطه درونی این بازه است.  

  :مثال 

بازه هاي  43,و  1291  و /,/ 50, و 31, هستند 2  همگی همسایگی عدد .  

  

   :1مثال

  .بنویسید 3 چند همسایگی براي عدد

  

  

   :2مثال

  را طوري بیابید که بازه m حدود 2422  mm   .باشد  6 یک همسایگی  عدد ,

  

  

  

  :همسایگی محذوف 

 را از بازه ي 0x اگر نقطه ba,  به مجموعه  . حذف کنیم   0xba , 0 یک همسایگی محذوفx  گویند.  

                                                              a b0x  
   :3مثال

 بازه   452 , است  4 یک همسایگی محذوف عدد.  

  

   :4مثال

اگر    81423 ,,  nmn  مقدار . باشد  5 یک همسایگی محذوفm و nرا بیابید.  

  

  

  :توجه 

kxx  مجموعه جواب نامعادله - 1    .است  0x یک همسایگی 0

 .را به صورت هاي زیر نمایش می دهند  0x  همسایگی هاي محذوف  - 2

                  kxx               ج                      (00   0xba , )                             ب   bxxa ,, 00  )  الف  

a b0x
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  :همسایگی راست و همسایگی چپ 

 در این صورت  بازه. دو عدد حقیقی باشند  0rو 0x فرض کنید rxx 00, 0  ایگی راسترا همسx و بازه   00 xrx ,  را  

  .می نامند  0x همسایگی چپ

        

  0xراست                                         همسایگی                                                       0x                                         همسایگی چپ        

  

   :5مثال

   .تعریف نشده باشد 3x  خودراست  و نیزهمسایگی  تعریف شده  ولی در 3xچپنمودار تابعی رسم کنید که در همسایگی 

  

  

  

  

   :6مثال

   .تعریف نشده باشد چپهمسایگی ولی  تعریف شده باشد 1x  در خودوهم 1x راست تابعی رسم کنید که در همسایگی نمودار

  

  

  

  

   :7مثال

   .یف شده باشدتعر 2x  در خودوهم 2xنمودار تابعی رسم کنید که فقط در همسایگی 

  

  

  

   :8مثال

تابع 
42

3





x

x
xf   در چه نقطه اي  تعریف  نشده است ؟در همسایگی چه نقاطی تعریف شده است؟ )(

  

  

  

rx 0
0x rx 0 0x
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  ) :نزدیک شدن ( میل کردن 

   نمایش0xx که باعلامت 0x به xدن یا نزدیک شدن منظور از میل کر.  یک متغیر باشد x یک عدد حقیقی و 0xفرض کنید که 

00یا به عبارت .  از هر عدد حقیقی مثبتی کم و کم تر می شود 0x از xاین است که فاصله .  می دهند   xx.   

  

  :میل کردن  از راست 

 میل می کند و می نویسند 0xز سمت راست به  اxگوئیم 

0
xx هرگاه ،x  0از سمت مقادیر بیشتر ازx آن میل کند هب .  

  

   :پچمیل کردن  از

 میل می کند و می نویسند 0x به چپز سمت  اxگوئیم 

0
xx هرگاه ،x  0 از کمتراز سمت مقادیرx آن میل کند هب .  

  

   :9مثال

  ه چه عددي نزدیک می شود؟در هر مورد ، دنباله اعداد داده شده ب

                                                                                                         ...,/,/,/,/   الف ( 00012001201212

  

                                                                                                          ...,/,/,/,/   ب  ( 99991999199191

  

  

  

  :مفهوم حد

   .این بحث را با یک مثال آغاز می کنیم

   تابع
1

12





x

x
xf    چه رفتاري دارد یا به عبارت xf)(.  میل می کند 1x می خواهیم ببینیم وقتی. را در نظر بگیرید  )(

  عددي میل می کند؟به چه 

  .ببینیم 1x میخواهم رفتار تابع در همسایگی محذوف. است  1R دامنه این تابع

  . کنیم را محاسبه می xf)(نزدیک و نزدیک تر می شویم و مقادیر تابع 1x با دادن مقادیر مختلف به عدد

                          

11/  011/  0011/  ... 1  ...  9990/  990/  90/  80/  ...  x  

  تعریف نشده ...      
...          ...  )(xf  

  

  :با توجه به این جدول 

   xf)(به عدد یک نزدیک شود حد تابع  x نزدیک می شودو این یعنی وقتی........ به عدد  xf)( به عدد یک نزدیک شود xاگر 

           می باشد  و به صورت.........  برابر با 
1



x

xf )(lim
  .می نویسند  
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  :تعریف حد 

xfy)( فرض کنید  در همسایگی a  ) یا همسایگی محذوف) همسایگی راست و همسایگی چپ a  تعریف شده باشد.  

   به xf)( می کند ax  است ، هرگاه L عدد حقیقیمیل می کند برابر  a به سمتxوقتی  xf)( می گوئیم حد تابع

 :        نزدیک و نزدیک تر شود و می نویسند L عدد حقیقی
ax

Lxf



)(lim
  .گویند  0xدر نقطه  f حد تابع Lبه .   

  

  

  

                  

  

  

  

  

  :10مثال

  . با تکمیل  جدول هاي زیر  ، حد هر تابع را در نقطه ي داده شده به دست آورید 

52)                   الف   xxf )(       

90/  990/  9990/    1    0011/  011/  11/  x  

        ?          )(xf  

       

                                                                                                                                                                  
1



x

xf )(lim
  

12)  ب   xxf )(       

12/  012/  0012/    2    9991/  991/  91/  x  

        ?          )(xf  

                                                                                                                                                       
2



x

xf )(lim
  

)   ج 
12

2





x

x
xf )(       

11/  011/  0011/    1    9990/  990/  90/  x  

        ?          )(xf  

       

                                                                                                                                                          
1



x

xf )(lim
  

a

L

)(xfy 
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  :11مثال

حاصل .  را در نظر بگیرید 3)(xfثابت تابع 
1x

xf )(lim
  چه نتیجه اي می گیرید؟.  را با استفاده از جدول زیر محاسبه کنید 

11/  011/  0011/    1    9990/  990/  90/  x  

        ?          )(xf  

       

                                                                                                                                                          
1



x

xf )(lim
  

  

  :نتیجه 

Cxf    فرض کنید  )( ) RC (در این صورت . تابع ثابت باشد
ax

Cxf



)(lim
  

  

   :12مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                     
1

35





x

)lim(
           ج                           ( 

1

210





x

lim
ب                                         ( 

0

5





x

lim
  الف ( 

  

  

  :13مثال

xxfهمانی تابع  )( حاصل .  را در نظر بگیرید
2x

xf )(lim
  چه نتیجه اي می گیرید؟.  کنید  را با استفاده از جدول زیر محاسبه

12/  012/  0012/    2    9991/  991/  91/  x  

        ?          )(xf  

                                                                                                                                                                
2



x

xf )(lim
  

  :نتیجه 

xxf    فرض کنید  )(در این صورت .  تابع  همانی باشد
ax

axf



)(lim  

  

  

   :14 مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                     
1



x

xlim
ج                                         ( 

5



x

xlim
ب                                           ( 

2



x

xlim
  الف ( 
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  :قضایاي حد 

فرض کنید    
ax

Lxf



)(lim
  و   

ax

Mxg



)(lim
  :  باشد در این صورت 

                                                                                                               
 

axaxax

MLxgxfxgxf



 )(lim)(lim)()(lim
    )1  

   :15مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                                                                                                                                                           
 

3

5





x

xlim
  الف ( 

                                                                                                                                                                             

2

1
3

2













x

xlim
  ب   (

  

                                               

                                                                                                                   
 

axaxax

MLxgxfxgxf



 )(lim)(lim)()(lim
    )2  

   :16  مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                                                                                                                                                           

 

2

3
6





x

xlim
  الف ( 

                                                                                                                                                                             
 

3

4





x

xlim
  ب   (

  

   

                                                                                                                   
    

axaxax

MLxgxfxgxf



 )(lim)(lim)()(lim
    )3  

  

   :17مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                                                                                                                                                           

 

2

1
54






x

xlim
  الف ( 

                                                                                                                                                                             
 

3

46





x

xlim
  ب   (
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                                                                                                                         0M                                                                         )4  

  

  

  

   :18مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                                                                                                                                                                 

4
3

1
















x
x

x
lim

  الف  ( 

  

                                                                                                                                                                            

0
34

52
















x
x

x
lim

  ب  ( 

                                            

                                                                                                                                                                                                             )5  

  

  

   :19مثال

  .حاصل حد هاي زیر را تعیین کنید 

                                                                                                                                                                               
2

4





x

xlim
  الف  ( 

  

                                                                                                                                                                   
 

2

32
3





x

xlim
  ب   ( 

  

                                                                                                                                                           
 

3

754 2





x

xxlim
  ج  ( 

  

  :نتیجه 

:       داریم . له اي باشد   یک تابع چند جمxf)(اگر 
ax

afxf



 )()(lim
  

  

   :20مثال

.                                                                                                  حاصل حد روبر را تعیین کنید 
 

2

832 23





x

xxxlim
  










)(

)(
lim

xg

xf

ax
M

L

ax

xg

ax

xf








)(lim

)(lim

    nnn
Lxfxf  )(lim)(lim

ax ax
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  . حد راست ذکر می کنیم قسمت هاي دیگر قضیه را بعد از مبحث حد چپ و 

  :حد راست 

   است 1L برابر با aدر نقطه xf)(گوئیم  حد راست تابع .  تعریف شده باشد aدر همسایگی راست  xf)(فرض کنید تابع 

:   نزدیک ونزدیک تر شود و می نویسند 1L به xf)( از راست ، مقادیر a به xشدن  هرگاه با نزدیک 




ax

Lxf 1)(lim
  

  

   :چپحد 

   است 2L برابر با aدر نقطه xf)(گوئیم  حد چپ تابع .  تعریف شده باشد aدر همسایگی چپ  xf)(فرض کنید تابع 

:   نزدیک ونزدیک تر شود و می نویسند 2L به xf)( از چپ ، مقادیر a به xهرگاه با نزدیک شدن  




ax

Lxf 2)(lim
  

  

  :  نکته 

  

  : داراي حد است هرگاه a در نقطه ي xf)(    تابع 

  .تعریف شده باشد aتابع در همسایگی  راست و همسایگی  چپ - 1

  . موجود و مساوي باشند aحد چپ و حد راست تابع در   - 2

  

  :توجه 

    ...از حدچپ و حدراست در محاسبه حد توابع چند ضابطه اي ،  توابع شامل قدر مطلق ، جزء صحیح ، رادیکال ها با فرجه زوج و

  .استفاده می شود 

   :21مثال

 آیا  
0x

xlim
  ست ؟ چرا ؟ موجود ا

  

  

   :22مثال

حد چپ و حد راست تابع   









1

113
2 xx

xx
xf

,

,
   حد دارد ؟1xآیا تابع در.  محاسبه کنید 1x را در نقطه )(

  

  

  

  : 23مثل

23آیا تابع  xxxf )( 0  درxداراي حد است ؟ چرا ؟   
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   :24مثال

حد چپ و حد راست تابع   









11

153

x

xx
xf

,

,
   حد دارد ؟1xآیا تابع در.  محاسبه کنید 1x را در نقطه )(

  

  

  

  

   :25مثال

حد چپ و حد راست تابع   









25

223 2

xx

xx
xf

,

,
   حد دارد ؟2xآیا تابع در. نید  محاسبه ک2x را در نقطه )(

  

  

  

  

  

   :26مثال

درتابع  









15

1323 2

xbx

xax
xf

,

,
 را طوري بیابید که b وa مقادیر )(





1

2

x

xf )(lim
  و   





1

4

x

xf )(lim
  . باشد 

  

  

  

  

  

  

   :27مثال

 تابع   a مقدار به ازاي چه









1

162
2

2

xax

xax
xf

,

,
   داراي حد است ؟1x در )(
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   :28مثال

 تابع   aبه ازاي چه مجموعه مقادیري از 
 










112

1
2

xx

xax
xf

,

,
   داراي حد است ؟1x در )(

  

  

  

  

   :29مثال

 تابع   aبه ازاي چه مجموعه مقادیري از 
 









221

2323
2

xax

xax
xf

,

,
   داراي حد است ؟2x در )(

  

  

  

  

  

   :30مثال

 داراي حد بوده و 1xدر xf)(اگر تابع 

1
3

2

13

2








x
xxf

xfx

)(

)(
lim

حاصل  .   باشد
1x

xf )(lim
  . را محاسبه کنید 

  

  

  

  

  

   :31مثال

اگر 
2

3





x

xf )(lim
   و    

2

5





x

xg )(lim
  . حاصل حدهاي زیر را به دست آورید .  باشد 

                                                                                                                                      
 
2

43
2





x

xgxxf )()(lim
  الف  ( 

  

                                                                                                                                              

2
23

3
2
















x
xgx

xgxf

)(

)()(
lim

  ب    ( 
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   :32مثال

  .تعریف نشده باشد 1xتعریف شده و در این نقطه حد  دارد ولی در 1x  تابعی را رسم کنید که درهمسایگینمودار

  

  

  

   :33مثال

    در این نقطه حد ندارد و مقدار تابع باحد راست آنتعریف شده ولی 1xو نیز خود 1x نمودار تابعی را رسم کنید که درهمسایگی

   برابر باشد

  

  

  

  

  

  . را ذکر می کنیم  هاي حداکنون قسمت هاي دیگر قضیه

  :حد توابع قدرمطلقی  

                                                                                                                                                                                        )6             

  

  

   :34مثال

  .حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید 

                                                                                                                                                         
3

42





x

xlim
  الف  ( 

                                                                                                                                               
1

634 2





x

xxlim
  ب ( 

  :توجه 

ax میل می کند و ax   که راست و چپ درمحاسبه حدهایی از راه تعیین علامت ،  ریشه عبارت درون قدرمطلق است   

  .رده و علامت قدر مطلق را حذف می کنیم را تعیین علامت  ک عبارت  قدرمطلق

   :35مثال 

در تابع  











06

0

x

x
x

x
xxf

,

   حد دارد؟0xآیا تابع در .  محاسبه کنید 0xحد راست تابع را در .  حد چپ )(,

  

  

  

ax

Lxf



)(lim
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  :                                                                               حد توابع رادیکالی 

                                                                                                                1 nNn ,                                         )7  

  

  :توجه 

  .مشکلی پیش نمی آید . فرد باشد  nاگر 

  :  زوج باشد  nاگر 

ax باید تابع در همسایگی محذوف اولاً    براي تشخیص همسایگی محذوف ، کافی است دامنه.( تعریف شده  باشد  

  . ) تابع را به دست آوریم 

   .باشد   0L   ثانیاً 

axدر غیر این صورت تابع در   حد ندارد.  

  

   :36مثال

  حاصل حدهاي زیر را در صورت وجود ، محاسبه کنید

                                                                                                                                                                       
0



x

xlim
  الف   ( 

  

                                                                                                                                                              
0

23





x

xxlim
  ب   ( 

  

                                                                                                                                                                 
0

3 23





x

xxlim
  ج ( 

                                                                                                                                                                    
0

9





x

xlim
  د   ( 

  

                                                                                                                                            
2

13643 23





x

xxxlim
  هـ  ( 

                                                                                                                                                                  
4
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x

xlim
  و  ( 

  

                                                                                                                                                        

4
12

5

3
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x
x
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x
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  :حد توابع مثلثاتی 

 )                                                                                                        a8()                                                        ن  برحسب رادیا                         

  

   :37مثال

  .حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید 

                                                                                                                                                      
 

4

122






x

xSinlim
  الف     ( 

                                                                                                                                                     

6

122 2











 

x

Sinx

xSin
lim

  ب    ( 

  

                    )                                                                                         a 9( )                                                         برحسب رادیان                       

                                                   

  

   :38مثال

  .حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید 

                                                                                                                                                
 

4

22 2






x

xCosxSinlim
  الف     ( 

                                                                                                                                                     

4

2















x

CosxSinx

Sinx
lim

ب                                                                          ( 

  

              )                                       
2


  kL  و  Zk و a 10( )                                                              برحسب رادیان                         

  

   :39 مثال

  .به کنید حاصل حدهاي زیر را محاس
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                   )                                          kL   و  Zk و a 10( )                                                                     برحسب رادیان                       

  

  

  : 40مثال

   .را حساب کنیدحاصل حد زیر 
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32









x

Cotxx

CosxSinx

tan
lim

  

  

  :تابع محاسبه حد ازروي نمودار

xfy)(ابع براي محاسبه حد ت   در نقطه به طولax  کافی است  حد چپ و حد راست را در این نقطه  جدا گانه از روي نمودار  

  . محاسبه کنیم

axبراي محاسبه حد راست در  باید ببینم عرض تابع وقتی  ، x از سمت راست به aیل می کند ،  روي محور  مy ها به چه عددي نزدیک

  می شود ؟

axو همچینین براي محاسبه حد چپ در  باید ببینم عرض تابع وقتی  ، x از سمت چپ به a میل می کند ، روي محور y ها به چه عددي

  نزدیک می شود ؟

  

   :41مثال

xfy)(با توجه به نمودار تابع    پاسخ دهید .  

                                                                                          )( 1f )  الف  
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   :42مثال

xfy)(با توجه به نمودار تابع    پاسخ دهید .  

  

  

  

  

  

  

  :43مثال 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   :44مثال 

  

  

  

  

  

  

  

   :45مثال 
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  :حد توابع شامل جزء صحیح 

  .به حد توابع شامل جزء صحیح ، ابتدا تکلیف جزء صحیح را تعیین نموده سپس حد گیري راانجام دهید براي محاس

  

   :46مثال

تابع  xxf )( را در نظر بگیرید .  

حاصل   ) الف 
2x

xf )(lim
  . را در صورت وجود بیابید 

  

حاصل   )  ب 
52/

)(lim

x

xf
  .رت وجود بیابید  را در صو

  

  چه نتیجه اي  می گیرید ؟» ب « و  » الف « از ) ج 

  

  

  

  :نتیجه 

فرض کنید 
ax

Lxf



)(lim
  :در این صورت .  باشد 

آن گاه   .  ZLاگر ) الف 
   
ax

Lxf



)(lim
  

  

براي محاسبه .  باشد ZLاگر ) ب 
 
ax

xf



)(lim
  . باید حد چپ و حد راست را جداگانه حساب کنیم 

  

  : 47مثال

  حساب کنید در صورت وجود ، حاصل حد زیر را 
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x
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  :48 مثال

 در تابع xx
axf 21

2






)( مقدار a 2 را طوري بیابید که درx  حد داشته باشد.  

  

  

  

   :49مثال

xfy)(با توجه به نمودار تابع    پاسخ دهید .  
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   :50مثال 

  

  

  

  

  

  

  

   :51مثال 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   :52مثال 

  

  

  

  

  

  

  

   :53مثال 

  

 )                                                                         xب رادیان است  بر حس( .  
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  حالت(  محاسبه حد توابع کسري 
0

0
  ) :)مبهم  ( 

   ایتدا نکته زیر را یادآوري می کنیم.در این قسمت به محاسبه حد کسرهایی می پردازیم که حد صورت و حد مخرج همزمان صفر می شود 

axاگر   «    یک صفر تابع  چند جمله اي )(xf  در این صورت . باشد)(xf  برax   بخش پذیر است.«   

  .از این ویژگی براي تجزیه چند جمله اي ها و پیدا کردن عامل صفر شونده استفاده می کنیم 

  .سپس رفع ابهام کرد . ین کسرها ، ابتدا بادي عبارتهاي شامل جزء صحیح و نیز قدرمطلقی را ساده نمود در همه ا

  

  براي رفع ابهام  ، این کسرها را به چند دسته تقسیم می کنیم که پایه یازدهم فقط با حدهاي مبهم توابع گویا آشنا می شویم

  :توابع گویا  -1

   براي محاسبه    

ax
xg

xf


)(

)(
lim

 که  
axax

xgxf



 )(lim)(lim 0
  .  توابعی چند جمله اي هستند xg)(  و xf)(  و   

  .ابتدا صورت و مخرج کسر را تجزیه نموده و ساده می کنیم ، سپس حد گیري را انجام می دهیم 

axبراي تجزیه می توان صورت و مخرج را بر   تقسیم کرد .  

kxهرگاه بدانیم : توجه    یک ریشه عبارت cbxax 2 می توان آن را به شکل زیر تجزیه کرد.  باشد:  

                                                                                       ))((
k

c
axkxcbxax 2

  

   :54مثال

  .حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید 

                                                                                                                                                           

2
65

4
2

2








x
xx

x
lim

  الف       ( 

                                                                                                                                                          

2
143

8
3

3








x
xx

x
lim

  ب       ( 

                                          

                                                                                                                                                          
 








2
2

8
2

2

x
xx

xx
lim

  ج   ( 

  

                                                                                                                                               
 

1
32

441
2

4








x
xx

xx
lim)   د  

                         

  

                                                                                                                                                   

1
1

12








x
x

x
n

n

lim
  هـ   ( 



            :صفحه

 

 سیاوش شریفی: تهیه و تنظیم  تجربی 2 ریاضیششم  فصل 261
 

   :55مثال

  اگر
2

3
42








x
x

bax
lim

  .را بیابید  bو aمقدار . باشد  

  

  

  

  

   :رادیکالیتوابع  -2

    براي محاسبه   

ax
xg

xf


)(

)(
lim

 که  
axax

xgxf



 )(lim)(lim 0
   .یا هر دو  توابعی رادیکالی هستند  xg)( یا  xf)(  و   

  .سپس حد گیري را انجام می دهیم . ابتداو مخرج کسر را در مزدوج عبارت رادیکالی ضرب کرده و ساده می کنیم 

baمزدوج عبارت  (   عبارت ، ba  است و برعکس  ( .  

  :وج عبارت ها از اتحادهاي زیر استفاده می کنیم براي مزد

              :                     اتحاد مزدوج    22 bababa                                        

    اتحاد چاق و لاغر         
  
  







3322

3322

babababa

babababa
  

  

  :توجه 

  .براي محاسبه حد اینگونه توابع استفاده کرد مواقع می توان از تغییر متغیر  ازبعضیدر 

  

   :56مثال

  .حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید 
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  :ستگی پیو

ax را در نقطه fتابع    پیوسته گویند هرگاه:  

  .موجود باشد af)( مقدار  -1

ax تابع در -2  حد چپ و حد راست در. (  حدا داشته باشدax  موجود و مساوي باشند (. 

                   :      به عبارتی . ار تابع و حد تابع در این نقطه برابر باشند  مقد -3

  

   :57مثال

xfy)(در کدام یک از شکل هاي زیر تابع   2درx پیوسته است؟   

  

               

  

  

  

  )ج )                                                                  (ب                     ()                                             الف (

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                                                             )       و )                                                            (هـ )                                                                  (د   ( 

  

  

  

  

  : 58مثال

پیوستگی تابع 
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  : 59مثال

پیوستگی تابع  
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  . بررسی کنید 1xرا در  )(

  

  

  

  : 60مثال

پیوستگی تابع  
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  . بررسی کنید 2xرا در  )(

  

  

  

  

  : 61مثال

پیوستگی تابع  
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  . بررسی کنید 2xرا در  )(

  

  

  

  

  : 62مثال

523پیوستگی تابع          2  xxxf    .بررسی کنید 1xرا در  )(

  

  

  

  : نتیجه 

axدرfبراي پیوسته بودن تابع    باید تساوي هاي زیر برقرار باشند.  

                          

  
)(af )(lim xf

 ax
)(lim xf
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  : 63مثال

 که تابع  را طوري بیابیدaمقدار 
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  . پیوسته باشد 1x در )(

  

  

  

   :64مثال

را طوري بیابید که تابع  b و aمقادیر
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123 2

xbxxa

xax

x
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  . پیوسته باشد 2x در)(

  

  

  

  

  

  

  :پیوستگی راست 

ax را در fتابع .  تعریف شده باشد a در همسایگی راست fنید تابع فرض ک  از راست پیوسته گویند هرگاه       :  

  

  :پیوستگی چپ 

ax را در fتابع .  تعریف شده باشد a در همسایگی  چپ fفرض کنید تابع    از چپ پیوسته گویند هرگاه       :  

  

  :مثال 

xxfپیوستگی تابع  )( 0 رادرx بررسی کنید .  

  

  

  

  : 65مثال

پیوستگی تابع  
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  : 66مثال

پیوستگی تابع      12  xxxf   . بررسی کنید 1x را در  )(

  

  

  

  

  : 67مثال

پیوستگی تابع  
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  . بررسی کنید 2x را در  )(

  

  

  

  

  

  

   :68مثال

تابع اگر 
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xbxaSin
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  . را به دست آورید b و aمقدار  . باشد پیوسته 1x   در 

  

  

  

  

  

  

  

   :69مثال

   تابع اگر 
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442

xx
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,

  .را طوري  به دست آورید aمقدار  داشته باشد  چپپیوستگی 2x در نقطه اي به طول )(
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  :توجه

xfy)(اگر تابع   در ax  داراي حد باشد ولی در ax  تعریف نشده باشد ، می توان با اختصاص مقداري به )(af ،   

xfy)(تابع   است ناپیوستگی قابل رفع شدن را به یک تابع پیوسته تبدیل کرد که اصطلاحا ً می گویند .  

  ..                     برابر باشد  باید با  af)(که مقدار

  

   :70مثال

درتابع  
23

44
2

2






xx

x
xf   . پیوسته باشد 1x را طوري تعریف کنید که تابع در 1f)( مقدار )(

  

  

  

  

  

  

 پیوستگی در بازه باز ba,:    

xfy)(تابع    در بازه  ba, پیوسته است هرگاه در هر نقطه درون بازه پیوسته باشد .  

  

   :71مثال

تابع  
x

xf
1

)(  در بازه  21,  0 پیوسته نیست زیرا درx پیوسته نیست و  210 , است .  

  

   :72مثال

تابع  xxf )( در چه نقاطی از بازه  32,پیوسته نیست ؟   

  

  

  

 ر بازه بستهپیوستگی د ba,:  

xfy)(تابع   در بازه  ba, پیوسته است هرگاه  :  

در بازه   -1 ba, پیوسته باشد .  

axدر  -2  از راست پیوسته و در bx  از چپ پیوسته باشد . 

  

xfy)(تابع    ممکن است در بازه  ba, پیوسته باشد ولی در تمام نقاط  این بازه ،  مخصوصا a و b پیوسته نباشد .  

به همین شیوه پیوستگی در بازه هاي   ba, و  ba, و  ,a و   b,  تعریف می شود.  

   :73مثال

xxf آیا تابع )( در باز ه   90, پیوسته است ؟ چرا ؟  

ax
)(lim xf
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  :قضایاي پیوستگی 

ax در g و f اگر توابع   -1  پیوسته باشند ، آن گاه gf  و gf  و gf   وkfو kg ) Rk  (  درax پیوسته هستند .  

تابع        
g

f
axباشد در 0)(ag هم به شرطی  که   پیوسته است .  

ax در fاگر تابع -2  پیوسته باشد ولی g در ax ، آن گاه   پیوسته نباشدgf  و gf  و 
f

g
ax در  پیوسته نیستند .  

gf         توابع    و 
g

f
  . ممکن است پیوسته باشند 

  

  

  

  : 74مثال

3تابع  xxf  و  )( xxg )( را در نظر بگیرید .  

  . بررسی کنید 3xپیوستگی این توابع را در ) الف 

  

  

)().()(پیوستگی تابع  ) ب  xgxfxh  3 را درx بررسی کنید .  

  

  

  

  :توجه 

ax در g و fاگر توابع       پیوسته باشند ، در این صورت تابع  )().()( xgxfxh  ممکن است در ax پیوسته باشد یا نباشد .  

  

ax در f اگر تابع -3  پیوسته و تابع g در )(af باشد  آن گاه  تابع gof در ax  پیوسته است .  

ax در gاگر تابع همچنین      پیوسته و تابع f در )(ag آن گاه  تابع  باشد fog در ax  پیوسته است .  

  :دامنه پیوستگی 

  :توابع چند جمله اي  -1

  . پیوسته اند R ، روي R                                هر تابع  چند جمله اي با دامنه 

توابع گویاي  -2
)(

)(

xg

xf
y  )  )(xf و )(xg چند جمله اي هستند (.  

                                 این توابع در   0 )(xgRxR  پیوسته ودر  0 )(xgRx ناپیوسته اند .  

  :  توابع رادیکالی - 3

nتابعی چند جمله اي باشد تابع  رادیکالی مانند xf)(         هر گاه                 xfy )(  در هر yDI  پیوسته است .  

  :                       توجه 

  .  نامنفی باشد I در بازه xf)(هاي طبیعی زوج باید n       براي 

n طبیعی زوج است  تابع n      همچنین وقتی  xfy )( در تک نقطه ها پیوسته نیست .  



            :صفحه
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  :توابع مثلثاتی- 4

xSiny)(   توابع مثلثاتی    و )(xCosy  در R  پیوسته هستند و تابع )tan(xy   

    در  









2


kxRx  و تابع )(xCoty  در kxRx  پیوسته اند .  

 پیوستگی توابع  چند ضابطه اي مانند -5









axxg

axxf
y

,)(

,)(
  یا  










axxg

axxf
y

,)(

,)(
:  

axبراي بررسی پیوستگی اینگونه توابع  در   پیوستگی بررسی می  شود   

  .یا در نقاطی  که هریک از ضابطه ها  با توجه به  دامنه تعریف خود در آن نقاط ناپیوسته است 

  

  

  

  : توجه 

براي بررسی پیوستگی  تابعی مانند 









Zxxg

Zxxf
y

,)(

,)(
   محاسبه می کنیم  Zxرا از  ضابطه اي که axقتی  ، حد تابع  و

  . داده شده دارد که صحیح است یا غیر صحیح aولی محاسبه  مقدار تابع  ، بستگی به مقدار  

براي بررسی پیوستگی  تابعی مانند 









Qxxg

Qxxf
y

,)(

,)(
  را از  هردو ضابطه اي محاسبه می کنیم  axبع وقتی  ، حد تا

)()(این تابع در نقاطی  xgxf  باشد پیوسته است .  

  

تابع    :  75مثال









Qxxx

Qxx
y

,

,
2

42
   در چه نقاطی  پیوسته است ؟

  

  

  

  

   :76مثال

  .دامنه پیوستگی توابع زیر را بیابید 

                                         xxxxg  143ب                                                           ( )(323 2  xxxf   الف ( )(

  

  

                                                             
532

14
2 




xx

x
y )                       د                                             

xx
y

1

22

3



) ج  

  

  

  

                                                           12 3  xSiny )                                                                                    ز xy  2log )  هـ  
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   :77مثال

 تابع       
 










01

012
2 xx

xxx
xf

,

,
 در چه نقاطی از بازه   )( 104,ناپیوسته است ؟   

  

  

  

  

  

  

  

   :78 مثال

 را طوري بیابید که تابع  mحدود 

1
2

1
3

4

2 



mxx

x
y در Rد  پیوسته باش.  

  

  

  

   : 79مثال

تابع 
5

1

11

43
3 







xx

x
xf    در چه نقاطی ناپیوسته است؟)(

  

  

  

  

  

  

   :80مثال

342  تابع  a به ازاي چه مقادیري از  2  xaxxy روي Rپیوسته است ؟   

  

  

  

  

  

  :  81مثال

تابع  2xy نقاطی از بازه    در چه  31,ناپیوسته است؟   
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  :تمرین 

   بازهاگر -1 132  xx   .را بیابیدxحدود . باشد 1 یک همسایگی محذوف  عدد ,

 تابع  -2
x

x
xf

21
)( را در نظر بگیرید . 

  .ا به دست آورید دامنه تابع ر) الف

  دامنه تابع شامل همسایگی محذوف  کدام نقطه است ؟)  ب 

   چطور؟1 چطور؟ در همسایگی  1 تعریف شده است ؟ در همسایگی  /90آیا تابع در همسایگی ) ج 

   

xfy)(با توجه به نمودار تابع  - 3  پاسخ دهید . 

                   )(3f )                                  ب )( 1f )          الف 

                
 )(

)(lim

1x

xf
د                                ( 

 )(

)(lim

1x

xf
  ج            ( 

                   
2x

xf )(lim
و                                ( 

)(

)(lim

1x

xf
        هـ                                                                        ( 

        




0

12

x

xf )(lim
                  ح                 ( 

1x

xf )(lim
  ز  ( 

        
0x

xff ))((lim
م                       ( 

0x

xfff )))(((lim
  ك               ( 

      





0
1

1
2

2

x
x

x
f )(lim

                            خ   (
 

 3x

xf )(lim
                      ق (   

 
 3x

xf )(lim
ش                       ( 

 
0x

xf )(lim
  ن                 ( 

            

  فرض کنید      -5
2

3



x

xf )(lim   و   
2

5



x

xg )(lim حاصل حدهاي زیر را به دست آورید .  باشد.  

                              

2
3

3
















x
xg

xgxf

)(

)()(
lim

ب                                            ( 
2

4





x

xxfxg )()(lim
  الف            ( 

اگر  -6
52

14
32





x

x
xf  باشد  حاصل  )(

4x

xf )(lim
  . را حساب کنید 

 اگر   - 7
2

2 11

x
x

x
xf   و حاصل   2f)(مقدار  .   باشد )(

3x

xf )(lim
 .  را حساب کنید 

32 اگر   - 8 xxxfxxf  حاصل   .  باشد )()(
1x

xf )(lim
 . را به دست آورید 

 حد داشته و   2xدر fاگر تابع  - 9

2

5
2

12








x
xf

xf

)(

)(
lim

اصل   باشد ح

2
1

6






x
xf

x

)(
lim

 . را حساب کنید 

 اگر  -10









11

13
35

2

xx

xx
xf

,

,
حاصل  .  باشد )(

0

2 2





x

xf )(lim
  را حساب کنید

 

)(xfy 

1 21

1

2

3

y

x

3
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xfy)( نمودار تابع  - 11 به سئوالات زیر پاسخ دهید .  داده شده است. 

  

                         
0x

xff ))((lim
ب                                 (  

0x

xff ))((lim
  الف  ( 

                      
0

2 2





x

xf )(lim
د                      (

1

322





x

xxf )(lim
  ج   ( 

  

  

نمودار تابع    - 12









Zx

Zx
xf

,

,
)(

2

1
را در فاصله    44, رسم کرده و سپس حاصل حدهاي زیر را به دست آورید  . 

                                                             
2x

xf )(lim
ب                              ( 

1x

xf )(lim
  الف    ( 

  

 تابع aدار   به ازاي چه مق- 13









123

13
3

2

xaxx

xaxx
xf

,

,
   داراي حد است ؟1x در )(

  

  .  حاصل حد هاي زیر را در صورت وجود دست آورید -14

                    

2
23

8
3

3






x
xx

x
lim

ج                                  ( 
0x
x

x
lim

                      ب                                  (

1
1

232






x
x

xx
lim

  الف                 ( 

  

              

2
103

82
2

2






x
xx

x
lim

و                          (

1
132

12
2

4






x
xx

xx
lim

                             هـ                              (














1

1

1
1

x

x
x )lim(

  د   ( 

  

            

1

32
2






x
xx

xx
lim)                                      ي

 

0
1

2













x
x

x
lim

           ط                                      (
 

2
4

232
2

2






x
x

xx )(
lim

  ح      (

             

               

1
1

1
3






x
x

x
lim

م                                            (

1
1

2
3

3






x
x

xx
lim

                    ل                            (

0
2

432
22





















x
xx

x

xx

x
lim

  ك(

                                                                                        

2

1

1 2








x

Sinx

xSin
lim

                    ر                             ( 

4
13

8103 2






x
x

xx
lim

  ق (

  

  

)(xfy 

1 2

1

1

2

3

y

x
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 اگر  -15

1

2
56

2

2








x
baxx

xx
lim

  . را بیابیدbوaمقدار .  باشد 

  

اگر تابع - 16
 

 













21

2
12

xx

x
x

ax
xf

,

  . را بیابید aمقدار.  باشد داراي حدR در)(,

  

پیوستگی تابع  -17   Sinxxf
x

1)( را در نقاط صحیح بررسی کنید  . 

 

 تابع  -18 













3

32
1

2

3

xa

xax
xf

x

x

log

,
 . را بیابید 2f)(مقدار  .  پیوسته است 3x در  )(

  

  
  
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


